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Навчальний посібник присвячено актуальному розділу сучасної дискретної 

математики – теорії автоматів. У кожному розділі навчального посібника 

викладено необхідний теоретичний матеріал, наведено численні приклади його 

застосування, а також різного рівня складності задачі для самостійної роботи. 

Тому цей посібник є зручним як для проведення аудиторної роботи, так і для 

організації самостійної та індивідуальної роботи студентів. 

Навчальний посібник написано у повній відповідності зі стандартною 

програмою нормативного курсу “Дискретна математика” для студентів 

факультету комп’ютерних наук та кiбернетики, а також з відомими 

„Рекомендаціями з викладання інформатики в університетах”, розробленими, 

пропагованими і впроваджуваними авторитетними міжнародними комітетами і 

фахівцями.  
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В С Т У П  
У заснованому й очолюваному В.М.Глушковим Інституті кібернетики 

Академії наук України, що сьогодні заслужено носить його ім'я, у другій 

половині минулого століття працювали тисячі співробітників у десятках 

підрозділів – секторів, відділів, лабораторій тощо. Вони виконували сотні 

наукових і прикладних тем, проєктів, досліджень, започаткованих особисто або 

санкціонованих В.М.Глушковим. Зрозуміло, що Віктор Михайлович не міг 

контролювати, відслідковувати й вникати у деталі реалізації усіх цих проєктів. 

Однак існували напрямки досліджень, які виникли і розвивались за 

особистою ініціативою В.М.Глушкова і завжди залишались у сфері його 

наукових інтересів. Одним з основних таких напрямків був "Штучний інтелект", 

розділ науки, який у той час тільки формував й визначав предмет і тематику своїх 

досліджень, і перспективи якого могла усвідомити тільки така видатна 

особистість, як В.М.Глушков. Із цього приводу він писав: «Проблеми штучного 

інтелекту, моделювання інтелектуальної діяльності – ось що цікавить мене в 

кібернетиці більш за все»,… «Теоретичні роботи в області кібернетики 

групуються навколо проблем штучного інтелекту…» [1]. 

Ще однією темою, яка протягом усього життя завжди залишалась у центрі 

його наукових досліджень і виробничих проєктів, була теорія автоматів. 

Написана видатним українським вченим В.М.Глушковим й опублікована у 1962 

році монографія "Синтез цифрових автоматів" отримала найвищі державні й 

наукові відзнаки, заклала фундамент для активних теоретичних досліджень та 

реалізації надзвичайно перспективних проєктів у галузі компьютерної науки і 

практики не тільки в Україні, а й в усьому світі [2].   

На сьогодні скінченний автомат є однією з найпопулярніших і 

найпоширеніших математичних моделей, які активно й успішно 

використовувались й використовуються в теорії та практиці сучасної 

комп’ютерної науки.  
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Варто відзначити лише деякі найбільш важливі приклади застосування цієї 

моделі. 

1. Опис функціонування та логічного проектування найрізноманітніших схем 

і пристроїв дискретної дії. Зокрема, скінченний автомат широко використовують 

для розробки й аналізу схем і пристроїв обчислювальної техніки як модель для 

інтерпретування мікропрограм виконання команд ЕОМ та ін. 

2. Скінченний автомат – зручний і ефективний засіб для опису та створення 

важливого компонента стандартного компілятора мови програмування, який 

називають лексичним аналізатором. Цей програмний модуль відповідає за 

розбивку вхідного тексту на логічні одиниці: ідентифікатори, ключові 

(резервовані) слова, константи, спеціальні знаки тощо. 

3. Ця модель є складовою частиною програмного забезпечення, призначеного 

для перегляду великих текстових масивів даних (наприклад, набору Web-

сторінок) з метою пошуку в них потрібної інформації. Ключем для такого 

пошуку служать або так звані “ключові слова”, або певні послідовності символів 

(“образи”). 

4. Модель скінченного автомата використовують у програмному забезпеченні 

для розробки й аналізу поведінки різноманітних систем, що можуть перебувати 

у скінченному числі відмінних один від одного станів. Прикладами таких систем 

можуть бути протокол безпечного (захищеного) обміну інформацією, протокол, 

що організує та контролює процедури електронної торгівлі та інших фінансових 

операцій у комп’ютерних мережах,  

тощо. 
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1. Поняття скінченного автомата. Методи задання автоматів 

Скiнченним автоматом (у подальшому – просто автоматом або СА) 

називається система A = (X, Y, U, d, l), в якій X = {x1, x2, …, xm} і 

Y = {y1, y2, …, yn} – скінченні множини (алфавіти) відповідно вхідних і вихідних 

сигналів, U = {a1, a2, …, as} – множина внутрішніх станів автомата.  

Функції d і l описують алгоритм функціонування (поведінку) автомата A.  

Функція d:U ´ X ® U називається функцією переходів, а l:U ´ X ® Y – 

функцією виходів автомата A. 

Необхідно підкреслити одну особливість моделі СА, яка випливає з її 

подальшої фізичної інтерпретації. Вважаємо, що автомат A функціонує в 

дискретному часі, тобто час функціонування автомата розбито на відрізки 

однакової довжини – такти. Межи тактів t називають моментами абстрактного 

дискретного автоматного часу й нумерують цілими числами, починаючи з 

нуля. Значення вхідних і вихідних сигналів та значення станів автомата можуть 

змінюватися тільки в моменти автоматного часу t = 0, 1, 2, …. 

Якщо позначимо через x(t)ÎX, y(t)ÎY, a(t)ÎU значення вхідного та вихідного 

сигналів і стану автомата в момент автоматного часу t, то робота автомата A 

описується такими співвідношеннями: 

a(t + 1) = d(a(t), x(t)),    y(t) = l(a(t), x(t)).             (1) 

Співвідношення (1) носять назву канонічних рівнянь автомата A. 

Перше з канонічних рівнянь можна прочитати так: стан автомата A в будь-який 

момент автоматного часу t + 1 однозначно визначається сигналом, поданим на 

вхід автомата, і станом автомата A в попередній момент автоматного часу. При 

цьому кажемо, що автомат A переходить зі стану a(t) в стан a(t + 1). 

У математичній моделі автомата можна вважати, що цей перехід відбувається 

миттєво, або стрибкоподібно. При фізичній інтерпретації розглядуваної моделі 

слід брати до уваги, що зазначений перехід відбувається поступово і потребує 

певного фізичного часу. Однак уважаємо, що цей час завжди менший від 
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тривалості такту введеного дискретного часу; отже, від моменту t до моменту 

t + 1 весь перехідний процес завершується. 

Крім зміни станів результатом роботи автомата є також видача вихідних 

сигналів за законом, визначеним другим канонічним рівнянням автомата.  

Якщо в автоматі A виділено стан, у якому автомат A знаходиться в момент 

автоматного часу t = 0, то цей стан називають початковим (зазвичай, 

початковим станом уважають a1), а автомат A називають ініціальним і 

позначають A/a1. Надалі не будемо вказувати явно залежність змінних і 

результатів функцій переходів і виходів від автоматного часу t, крім тих 

випадків, коли це потрібно. 

Для розв’язання різних задач теорії автоматів зручно використовувати різні 

способи (методи) задання автоматів. Опишемо три найпоширеніші з них. У 

всіх трьох методах істотно використано те, що функції d і l автомата A 

скінченно-визначені, тобто мають скінченні області визначення. 

Табличний спосіб. Функції d і l можна задавати за допомогою двох таблиць, 

які називають відповідно таблицею переходів і таблицею виходів автомата A. 

Загальна структура обох таблиць однакова: рядки таблиць позначено вхідними 

сигналами x1, x2, …, xm, а стовпчики – станами a1, a2, …, as.  

На перетині i-го рядка та j-го стовпчика в таблиці переходів записують стан 

d(aj, xi), а в таблиці виходів – вихідний сигнал l(aj, xi).  

Іноді для задання автомата використовують одну суміщену таблицю 

переходів/виходів, у якій на перетині i-го рядка та j-го стовпчика записують 

відповідну пару ak /yl, де ak = d(aj, xi) й yl = l(aj, xi).  

Графічний спосіб. Це спосіб задання автомата за допомогою орієнтованого 

мультиграфа, який називають графом, або діаграмою автомата (автоматним 

графом, автоматною діаграмою).  

Вершини графа позначають символами станів автомата A.  
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Якщо d(ai, xk) = aj і l(ai, xk) = yl , то в графі автомата проводять орієнтовану 

дугу (або стрілку) з вершини ai у вершину aj й позначають цю дугу символами 

xk/yl.  

Задання автомата за допомогою графа особливо наочне, якщо кількість його 

станів порівняно невелика. 

Матричний спосіб. Функцію переходів автомата A можна задати за 

допомогою системи m s ´ s-матриць переходів M(x1), M(x2), …, M(xm).  

Якщо позначити через mij(xk) елемент i-го рядка та j-го стовпчика матриці 

M(xk), то mij(xk) = 1, коли aj = d(ai, xk), і mij(xk) = 0, в іншому разі. 

Аналогічно означають m s ´ n-матриць виходів W(x1), W(x2), …, W(xm) для 

функції виходів l.  

Якщо wij(xk) – елемент i-го рядка та j-го стовпчика матриці W(xk), то wij(xk) = 1, 

коли yj = l(ai, xk), і  wij(xk) = 0, в іншому разі. 

Зрозуміло, що досить легко можна перейти від одного способу задання до 

будь-якого іншого. 

Автомат A називають детермінованим, якщо функції d і l всюди визначені, і 

недетермінованим, якщо d і l – всюди визначені відповідності між U ´ X і U та 

U ´ X і Y відповідно, але вони не задовольняють умову функціональності.  

Автомат A називають частковим, якщо функції d і l не є всюди визначеними. 

Приклад  1. Автомат із продажу порції смаженої кукурудзи (кави ?) приймає 

монети вартістю 1,2, 5 і 10 гривень. Він має кнопку, у результаті натискання якої 

й після сплати достатньої суми покупець отримує каву. Він також має 

накопичувач, з якого покупець може отримати решту. Чашка кави коштує 15 

гривень.  

Поки отримана автоматом сума недостатня, горить червона лампочка. Якщо 

сума, отримана автоматом, перевищує 15 гривень, запалюється зелена лампочка 

й після натискання відповідної кнопки автомат наливає каву і, якщо потрібно, 

повертає решту. 
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Якщо автомат отримує монету, коли горить зелена лампочка, він негайно цю 

монету повертає.  

Визначте вхідний та вихідний алфавіти такого автомата й побудуйте його 

таблиці переходів і виходів, граф і матриці переходів та виходів. 

(натискання кнопки може бути як дія, може бути у алфавіті «натискання 

кнопки» так й як дія коли  автомат переходить у «зелений стан» 

Вхідним алфавітом виступатиме множина дій, які користувач може виконати 

при взаємодії з автоматом. А вихідним – як реагує автомат на дії користувача. 

Задамо ці множини: 

X = {М1, М2, М5, М10,B};  Y = {R, G, ,C, F,L}, де для множини входів - Мi – 

відповідає монеті номіналом  “i” яку було закинуто у автомат, B – натискання 

кнопки (Button). А для множини виходів: R/G – запалення лампочки відповідно 

у червоний/зелений колір, F -видача решти. L – ліміт(повернути монету (якщо 

кинули монету при зеленій лампочці). Станами автомата ми будемо 

відслідковувати накопичену суму, щоб визначити потрібно ще чекати на монети, 

чи вже можна видати каву. U = {0,1,2,3,4,….10,..15,15+}, де "15+" — стан 

готовності: внесено 15 або більше гривень. У цьому стані автомат видає пакетик 

з кавою, решту (за наявності) і переходить у стан 0. Тепер можна побудувати 

автомат,  переходів та виходів даного автомату. Для зручності таблиці можна 

поєднати в одну: 

δ / λ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 15+ 

М1 1 / R 
2 / 
R 

3 / 
R 

4 / 
R 5 / R 6 / R 7 / R 8 / R 9 / R 

10 / 
R 

11 / 
R 

12 / 
R 

13 / 
R 

14 / 
R 

15+ / 
G 15+ / G 15+ / L 

М2 2 / R 
3 / 
R 

4 / 
R 

5 / 
R 6 / R 7 / R 8 / R 9 / R 

10 / 
R 

11 / 
R 

12 / 
R 

13 / 
R 

14 / 
R 

15+ 
/ G 

15+ / 
G 15+ / G 15+ / L 

М5 5 / R 
6 / 
R 

7 / 
R 

8 / 
R 9 / R 

10 / 
R 

11 / 
R 

12 / 
R 

13 / 
R 

14 / 
R 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ / 
G 15+ / G 15+ / L 

М10 
10 / 
R 

11 / 
R 

12 
/ R 

13 
/ R 

14 / 
R 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ / 
G 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ 
/ G 

15+ / 
G 

15+ 
/ G 15+ / L 

B 0 / R 
1 / 
R 

2 / 
R 

3 / 
R 4 / R 5 / R 6 / R 7 / R 8 / R 9 / R 

10 / 
R 

11 / 
R 

12 / 
R 

13 / 
R 

14 / 
R 0 / F 0 / F 
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Приклад  2. Розглянемо автомат D, що регулює дорожній рух на перехресті 

вулиць В і П. 

В автомат дорожнього руху D з періодом одна хвилина надходить тактовий 

сигнал Г генератора синхроімпульсів, що послідовно перемикає сигнали 

світлофора С, дозволяючи транспорту рух відповідно вулицями В і П (рис. 1).  

Крім світлофора є також кнопка виклику К, за допомогою якої пішохід може 

надіслати автомату запит З на призупинення руху на перехресті. При 

надходженні запиту З та по завершенні поточного інтервалу часу в одну хвилину 

автомат перериває генерування послідовності сигналів В і П на дві хвилини, 

сигналом Д запалює транспарант, що дозволяє перехід пішоходам, а по 

вичерпанні двох хвилин формує сигнал скидання СС, повертаючи автомат до 

відновлення формування послідовності сигналів В та П.  

Таким чином, автомат D виробляє вихідні сигнали В, П, Д і СС відповідно 

дозволу руху транспорту по вулицях В і П, дозвіл переходу пішоходам та 

скидання кнопки виклику.  

Роботу автомата D ілюструє часова діаграма на рис. 2. 

 

         
Рис. 1 
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Рис. 2 

Таблиці переходів і виходів автомата дорожнього руху наведено нижче.  

Тут використано такі позначення для вхідних і вихідних сигналів:  

x1 = Г,   x2 = З & Г,   y1 = В,   y2 = П,   y3 = Д,   y4 = Д & СС. 

d a1 a2 a3 a4 a5 a6 

x1 a2 a1 a4 a2 a6 a1 

x2 a3 a5 a4 a2 a6 a1 

 

l a1 a2 a3 a4 a5 a6 

x1 y2 y1 y4 y2 y4 y1 

x2 y3 y3 y4 y2 y4 y1 

 

Граф автомата дорожнього руху подано на рис. 3. 

 
Рис. 3 

І нарешті, розглянемо матричний спосіб задання функцій переходів і виходів 

автомата дорожнього руху D.  Його матриці переходів і матриці виходів мають 

такий вигляд: 
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M(x1) = ,       M(x2) = , 

W(x1) = ,       W(x2) = . ◄ 

Приклад 3. Побудуємо автомат S, який описує алгоритм функціонування 

послідовного двійкового суматора. На вхід автомата надходять пари розрядів 

двійкових чисел, що додаються, починаючи з молодших розрядів. На виході 

автомата має з’являтися розряд результату додавання.  

Потрібно також фіксувати й враховувати ситуацію наявності чи відсутності 

перенесення в наступний розряд.  

Ці дві ситуації відображають два стани автомата S:  

початковому стану a1 відповідає ситуація „немає перенесення”,  

а стану a2 – ситуація „є перенесення”. 

Вхідні сигнали x0 = (0, 0), x1 = (0, 1), x2 = (1, 0) і x3 = (1, 1) задають чотири 

можливі комбінації розрядів, що додаються. 

Граф автомата S подано на рис. 4. 

 
Рис. 4 ◄ 

Приклад  4. Розглянемо автомат Z, що виконує три операції зсуву 

дворозрядного двійкового коду на один розряд ліворуч або праворуч. Чотири 

стани автомата відповідають чотирьом можливим варіантам кодів: a0 = (0, 0), 
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a1 = (0, 1), a2 = (1, 0) і a3 = (1, 1). Розряд, який у результаті зсуву виходить за межі 

розрядної сітки, вважаємо вихідним сигналом автомата Z.   

Три вхідні сигнали визначають характер операції зсуву:   

x1 – код зсувається праворуч; у ліву позицію, звільнену в результаті зсуву, 

записується той розряд, який був у цій позиції до зсуву (знак 

„розмножується”); 

x2 – код зсувається ліворуч; у праву звільнену позицію записується 0; 

x3 – код зсувається ліворуч; у праву звільнену позицію записується 1.  

Граф автомата Z подано на рис. 5. 

 
Рис. 5  

Приклад  5. Побудувати таблиці переходів і виходів, граф, матриці переходів 

і виходів автомата P, що за допомогою своїх станів запам’ятовує три останні 

символи (двійкові розряди), які було подано на його вхід. Вихідним сигналом є 

останній символ, що “забувається”. 

Множинами вхідних і вихідних сигналів є: X, Y = {0, 1}  

Множина станів автомата фіксує всі вісім можливих комбінацій з трьох 

двійкових сигналів:  

U = {000, 001,010,011,100,101,110,111}  

Суміщена таблиця переходів/виходів автомата Р має такий вигляд:  

δ/λ 000 001 010 011 100 101 110 111 
0 000/0 010/0 100/0 110/0 000/1 010/1 100/1 110/1 
1 001/0 011/0 101/0 111/0 001/1 011/1 101/1 111/1 
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Матриці переходів автомата Р: 

 
Матриці виходів автомата Р: 

 
Граф автомата Р подано на рис. 6: 

 
Рис. 6  

Приклад  6. Побудувати “генератор парності”, тобто автомат, що 

функціонує в алфавітах X = Y = {0, 1} і реалізує такий алгоритм.  

На його вхід надходять слова довжини 3, розділені якимось символом a, aÎX. 

На виході автомат має повторити вхідну трійку символів, замінивши розділовий 
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символ a на 1 тоді й лише тоді, коли кількість одиниць у даній трійці парна, в 

іншому разі відповідний вихідний сигнал дорівнює 0. 

Граф автомата подано на рис. 7. 

Використано такі позначення для станів цього автомата. Перший символ 

(цифра 1, 2 або 3) відзначає число проаналізованих на даний момент символів 

вхідної трійки,  другий символ (П або Н) фіксує відповідно парність або 

непарність поточної кількості одиниць. 

 
Рис. 7 

Приклад 7. Побудувати автомат, що керує роботою ліфта в 

чотириповерховому будинку. Станами автомата є номери поверхів.  

Вхідний сигнал – номер потрібного поверху, вихідний сигнал – напрямок руху 

(вгору, вниз, не рухатись).  

Вхідні сигнали позначають номер поверху, який обирає пасажир ліфта:  

X = {1, 2, 3, 4}. 

Множина вихідних сигналів: Y = {y1, y2, y3}, y1 − рух вгору, y2 − рух вниз, y3 

− не рухатись.  

Множина станів автомата: U = {1, 2, 3, 4}. Кожен стан відповідає поверху, на 

якому в даний момент перебуває ліфт.  
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Суміщена таблиця переходів/виходів автомата: 

δ/λ 1 2 3 4 
1 1/y3 1/y2 1/y2 1/y2 
2 2/y1 2/y3 2/y2 2/y2 
3 3/y1 3/y1 3/y3 3/y2 
4 4/y1 4/y1 4/y1 4/y3� 

 

Граф автомата подано на рис. 8. 

 
Рис. 8 ◄ 

1. Задачі і вправи 

1. Побудувати таблиці переходів і виходів, граф, матриці переходів і виходів 

автомата A, що реалізує три операції зсуву трирозрядного двійкового коду на 

одну позицію. Вхідні сигнали визначають характер операції зсуву: x1 – логічний 

зсув ліворуч (праворуч), x2 – арифметичний зсув праворуч, x3 – циклічний зсув 

праворуч (ліворуч). Вихідний сигнал – це сигнал, що виходить за межі розрядної 

сітки. Стани відповідають восьми можливим варіантам кодів. 
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2. Побудувати таблиці переходів і виходів, граф, матриці переходів і виходів 

автомата A, який переходить у стан Т, якщо на його вхід було подано 

послідовність символів, що відповідає ідентифікатору якоїсь мови 

програмування, а не то переходить у стан Н. Вхідні сигнали автомата A: x1 – 

літера, x2 – цифра, x3 – будь-який інший символ. 

3. Побудувати таблиці переходів і виходів, граф, матриці переходів і виходів 

автомата B, який переходить у стан Т, якщо на його вхід була подана 

послідовність символів, що відповідає числовій константі – дійсному числу зі 

знаком і фіксованою точкою, і переходить у стан Н – в іншому разі. Вхідні 

сигнали автомата B: x1 – знак, x2 – цифра, x3 – крапка, x4 – будь-який інший 

символ.  

4. Побудувати автомат затримки, тобто такий, вихідний сигнал якого в момент 

часу t + 1 дорівнює вхідному сигналу в момент часу t, X = Y = {0, 1}. 

5. Побудувати автомат для X = Y = {0, 1}, на виході якого з’являється сигнал 1 

тоді й лише тоді, коли чотири останні вхідні сигнали – 0110. 

6. Побудувати автомат, що порівнює два додатні двійкові числа однакової 

розрядності. Пари розрядів порівнюваних чисел подаються на вхід автомата, 

починаючи зі старших розрядів. Вихідним словом є більше з даних чисел. 

7. Побудувати автомат, що перевіряє відповідність лівих і правих дужок у 

вхідному слові, яке задає певний алгебричний вираз. Найбільша дозволена 

вкладеність дужок – n. Вхідні сигнали автомата: x1 – ліва дужка, x2 – права дужка, 

x3 – будь-який інший символ, x4 – символ, що позначає кінець виразу.  
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2. Автоматне відображення 

Нехай у процесі функціонування заданого автомата A вхідний сигнал у момент 

автоматного часу t = 1 дорівнює xi1ÎX, у наступний момент t = 2 – xi2ÎX і т. д., а 

в момент t = k на вхід автомата A подається сигнал xikÎX. Інакше кажучи, 

x(1) = xi1, x(2) = xi2, …, x(k) = xik. У цьому разі будемо говорити, що на вхід 

автомата A подано вхідне слово xi1xi2…xikÎX*. 

Для заданого автомата A його функції переходів d і виходів l можна природно 

поширити з множини U ´ X на множину U ´ X*, даючи змогу визначати стан і 

вихідний сигнал в автоматі A після подання на його вхід довільного вхідного 

слова p = xi1xi2…xikÎX*. Вважаємо, що 

d(al, p) = d(d(…(d(d(al, xi1), xi2), …), xik – 1), xik), 

l(al, p) = l(d(…(d(d(al, xi1), xi2), …), xik – 1), xik). 

Іноді розширені функції переходів і виходів автомата позначають особливим 

чином, наприклад, d* і l*, але ми цього не робитимемо й залишимо для 

розширених функцій ті самі позначення, що й для основних. 

Розширену функцію переходів d можна також означити індуктивно: 

1) d(al, x) для xÎX визначають за таблицею переходів автомата A; 

2) для довільного слова pÎX* і довільного вхідного сигналу xÎX 

d(al, px) = d(d(al, p), x). 

Спираючись на останнє означення, розширену функціуя виходів l можна 

означити співвідношенням 

l(al, px) = l(d(al, p), x),  pÎX*, xÎX.                                                     (2) 

Для порожнього слова eÎX* вважають, що d(al, e) = al і l(al, e) = e. 

Нехай A/a1 ініціальний автомат. Для довільного вхідного слова p = xi1xi2…xik 

означимо відповідне вихідне слово qÎY* так: 

q = l(a1, xi1)l(a1, xi1xi2)l(a1, xi1xi2xi3)…l(a1, xi1xi2…xik). 
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Так означена відповідність між вхідними словами p і вихідними словами q 

називається автоматним відображенням, що індукується (ініціюється, 

реалізується) автоматом A/a1; позначається jA.  

Рівносильним означенням автоматного відображення jA : X* ® Y* є такі 

рекурентні співвідношення: 

jA(e) = e,      jA(px) = jA(p)l(a1, px), pÎX*, xÎX.                           (3) 

Автоматне відображення часто називають також поведінкою, або зовнішньою 

поведінкою, автомата. 

Автоматне відображення має такі дві важливі властивості, що випливають 

безпосередньо з його означення: 

1) |p| = |jA(p)| для будь-якого слова pÎX*. Через |w | позначено довжину слова 

w; 

2) якщо p = p1p2 і jA(p) = q1q2, де |p1| = |q1|, то q1 = jA(p1). 

Назвемо сформульовані властивості умовами автоматності відображення 

jA. 

Поняття автоматного відображення можна узагальнити, аналогічно 

означивши відповідність між вхідними і вихідними словами, індуковану 

автоматом A/ai, тобто автоматом A, що починає свою роботу зі стану ai. 

Позначатимемо таке автоматне відображення через jAi. 

Із наведених означень і умов автоматності випливає така важлива властивість 

автоматних відображень jAi. 

Лема 1. Якщо p = p1p2ÎX* і ai1 = d(ai, p1), то  

jAi(p) = jAi(p1p2) = jAi(p1)jA
i1(p2).                                  (4) 

Доведення. Методом математичної індукції за довжиною слова p2 доведемо 

цю властивість автоматного відображення. 

1) База індукції. Для |p2| = 0, тобто p2 = e маємо 

jAi(p1p2) = jAi(p1e) = jAi(p1) = jAi(p1)e = jAi(p1)jAi1(e) = jAi(p1)jAi1(p2).  
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Якщо |p2| = 1, тобто p2 = xj і xjÎX, то jAi(p1p2) = jAi(p1xj) = jAi(p1)l(a1, p1xj) = 

= jAi(p1)l(d(ai, p1), xj) = jAi(p1)l(ai1, xj) = jAi(p1)jAi1(xj) = jAi(p1)jAi1(p2).  

Окрім того, виконується таке співвідношення  

d(a1, p1p2) = d(a1, p1xj) = d(d(a1, p1), xj) = d(d(a1, p1), p2).  

2) Індукційний крок. Припустимо, що для всіх слів p2 довжини n (n ³ 1) 

виконується рівність jAi(p1p2) = = jAi(p1)jAi1(p2), де ai1 = d(a1, p1), а також, що має 

місце співвідношення d(a1, p1p2) = d(d(a1, p1), p2).  

Розглянемо довільне вхідне слово p = p1p2¢ для |p2¢| = n + 1, тобто p2¢ = p2x, 

p2ÎX*, |p2| = n і xÎX. Тоді послідовно матимемо 

 jAi(p1p2¢) = jAi(p1p2x) = jAi(p1p2)l(ai, p1p2x) = jAi(p1)jAi1(p2)l(d(ai, p1p2), x) = 

= jAi(p1)jAi1(p2)l(d(d(a1, p1), p2), x) = jAi(p1)jAi1(p2)l(d(ai1, p2), x) = 

= jAi(p1)jAi1(p2)l(ai1, p2x) = jAi(p1)jAi1(p2x) = jAi(p1)jAi1(p2¢) ◄. 

Лема 2. Для автомата A = (X, Y, U, d, l) і вхідного слова w = xi1xi2…xik 

означимо матрицю M(w) так: елемент i-го рядка та j-го стовпчика mij(w) матриці 

M(w), дорівнює 1, якщо aj = d(ai, w), і mij(w) = 0, в іншому разі. Тоді для 

довільного вхідного слова wÎX* виконується така рівність 

 M(w) = M(xi1)×M(xi2)×…×M(xik). 

Доведення. Доведення проведемо методом математичної індукції за 

довжиною слова w.  

1) База індукції. Для |w| = 1, тобто w = xi1 і xi1ÎX маємо M(w) = M(xi1), оскільки 

d(ai, w) = d(ai, xi1).  

2) Індукційний крок. Припустимо, що твердження виконується для всіх слів w 

довжини n (n ³ 1). Розглянемо довільне вхідне слово w¢ = wxl довжини n + 1, 

w = xi1xi2…xin і xlÎX. Доведемо, що M(w¢) = M(w)M(xl).  

Елемент mij(w¢) матриці M(w¢) дорівнює 1 тоді і тільки тоді, коли aj = d(ai, w¢).  

Відповідний елемент матриці M(w)M(xl) обчислюється за формулою  

     pij = mi1(w)m1j(xl) + mi2(w)m2j(xl) + … + mis(w)msj(xl), де s = |U|.  
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З властивостей матриці переходів випливає, що остання сума дорівнює 1 тоді 

й лише тоді, коли існує значення k, для якого mik(w)mkj(xl) = 1, що рівносильно 

mik(w) = 1 і mkj(xl) = 1 або ak = d(ai, w) і aj = d(ak, xl).  

З двох останніх співвідношень маємо aj = d(d(ai, w), xl) = d(ai, wxl) = d(ai, w¢). 

Отже, pij = 1 тоді і лише тоді, коли aj = d(ai, w¢), тобто mij(w¢) = pij.  

Враховуючи припущення індукції, отримаємо  

M(w¢) = M(w)M(xl) = M(xi1)M(xi2)…M(xin)M(xl) ◄. 

Усі наведені означення можна наочно проілюструвати за допомогою графа 

автомата. Якщо зафіксувати деякий стан aiÎU в автоматі A, то будь-яке слово 

p = xi1xi2…xikÎX* однозначно визначає шлях довжини k, що веде з вершини ai і 

складається з k дуг, позначених послідовно вхідними сигналами xi1, xi2, …, xik. 

Тоді стан d(ai, p) – це остання вершина цього шляху, l(ai, p) – вихідний сигнал, 

яким позначено останню його дугу, а jAi(p) – слово, утворене з послідовності k 

вихідних сигналів, які написані на k дугах цього шляху. 

Приклад  5. Для автомата дорожнього руху D з прикладу 2 та для вхідних 

слів p1 = x1x1x2 і p2 = x2x2x1x2 маємо:  

d(a1, p1) = a3, d(a3, p1) = a5, d(a4, p2) = a1,  

l(a1, p1) = y3, l(a4, p2) = y1, l(a2, p2) = y3.  

Крім того,  

jD(p1) = y2y1y3, jD(p2) = y3y4y2y3, jD2(p1) = y1y2y3, jD4(p2) = y2y3y4y1. ◄ 

 

2. Задачі і вправи 

1. Дати індуктивне означення розширеної функції виходів. 

2. За допомогою методу математичної індукції довести умови автоматності 

для автоматного відображення jA. 

3. Знайти значення автоматного відображення jS на даному вхідному слові для 

автомата S  із прикладу: 



*  * 22 

(а) jS1(x1x2x1x2x2); (б) jS1(x2x1x1x4x2x2); (в) jS2(x2x4x2x4x2x3x2x1x2). 

4. Знайти значення автоматного відображення jZ на даному вхідному слові для 

автомата Z  із прикладу 4: 

(а) jZ0(x2x2x1x2x1); 

(б) jZ2(x3x2x3x2x1x1); 

(в) jZ1(x3x2x1x2x2x3x2x3x2). 

5. Довести, що для автомата A = (X, Y, U, d, l) і довільного вхідного слова 

w = xi1xi2…xik елемент i-го рядка та j-го стовпчика tij добутку матриць переходів 

M(xi1)×M(xi2)×…×M(xik) дорівнює 1, якщо в графі автомата A існує шлях, що 

відповідає слову w і веде з вершини з номером i у вершину з номером j, і tij = 0, в 

іншому разі.  

 
 
3. Гомоморфізм, ізоморфізм і невідрізнюваність автоматів 

Нехай A1 = (X1, Y1, U1, d1, l1) і A2 = (X2, Y2, U2, d2, l2) – скінченні автомати, й 

існують три відображення: g1: X1 ® X2, g2:Y1 ® Y2, g3:U1 ® U2. Сукупність 

відображень g = (g1, g2, g3) називається (X, Y, U)-гомоморфізмом автомата A1 в 

автомат A2, якщо для будь-яких xÎX1 і aÎU1 виконуються умови 

  g3(d1(a, x)) = d2(g3(a), g1(x)),   
(5)

 

  g2(l1(a, x)) = l2(g3(a), g1(x)).  

Якщо крім того всі три відображення g1, g2, g3 сюр’єктивні, то вони задають 

(X, Y, U)-гомоморфізм автомата A1 на автомат A2. Автомат A2 називається 

(X, Y, U)-гомоморфним образом автомата A1. 

Якщо відображення g1, g2, g3 взаємно однозначні й виконуються умови (5), то 

сукупність g = (g1, g2, g3, ) називають (X, Y, U)-ізоморфізмом автомата A1 на 

автомат A2. Автомати, для яких існує (X, Y, U)-ізоморфізм, називають (X, Y, U)-

ізоморфними. 
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Означаючи гомоморфізм та ізоморфізм для ініціальних автоматів, уважають, 

що відображення g3 переводить початковий стан одного автомата в початковий 

стан іншого автомата. 

Уведені поняття мають для автоматів той самий смисл, що й для алгебр або 

графів. Зокрема, автомати A1 і A2 ізоморфні, якщо вхідні й вихідні сигнали та 

стани автомата A1 можна бієктивно перейменувати так, що таблиці переходів і 

виходів автомата A1 перетворяться в таблиці переходів і виходів автомата A2. 

Аналогічно, граф автомата A1, ізоморфного автомату A2, після відповідного 

перейменування вершин та вхідних і вихідних символів на дугах стає графом 

автомата A2. 

Якщо одне чи більше відображень з гомоморфізму g тотожні, то їх 

виключають із g. Відповідно змінюється й назва гомоморфізму: якщо тотожним 

є g1, то одержимо (Y, U)-гомоморфізм, якщо тотожним є відображення g2, то 

маємо (X, U)-гомоморфізм тощо. У теорії автоматів найчастіше зустрічається U-

гомоморфізм, тобто випадок, коли X1 = X2, Y1 = Y2 і відображення g1 і g2 тотожні. 

U-гомоморфізм називають просто гомоморфізмом автоматів. Аналогічні 

позначення і назви використовують також для різних варіантів ізоморфізму 

автоматів. 

Таким чином, у разі гомоморфізму (ізоморфізму) автоматів можна вважати, 

що g = g3,  і тоді умови (5) матимуть такий вигляд: для довільних xÎX1 і aÎU1 

виконуються співвідношення 

  g(d1(a, x)) = d2(g(a), x),                                       (6) 

                l1(a, x) = l2(g(a), x).  

Розглянемо пару автоматів A = (X, Y, U1, d1, l1) і B = (X, Y, U2, d2, l2), які мають 

однакові вхідні й вихідні алфавіти. Отже, всі автоматні відображення, які 

індукують автомати A і B, мають однакові типи, тобто області визначення і 

значень цих відображень збігаються. Це дає змогу ввести для автоматів цього 

типу такі означення. 
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Стан aiÎU1 автомата A та стан bjÎU2 автомата B називаються 

невідрізнюваними, якщо для довільного слова pÎX* виконується рівність 

jAi(p) = jB j(p). 

Наведене означення можна застосовувати й тоді, коли A = B. У цьому разі 

вводять відношення невідрізнюваності для різних станів того самого автомата A: 

стани ai, ajÎU1 автомата A називають невідрізнюваними, якщо jAi(p) = jA j(p) для 

будь-якого pÎX*. 

Автомати A і B називаються невідрізнюваними, якщо для будь-якого стану 

aÎU1 автомата A існує невідрізнюваний стан bÎU2 автомата B і, навпаки, для 

будь-якого стану dÎU2 автомата B існує невідрізнюваний стан cÎU1 автомата A. 

Ініціальні автомати невідрізнювані, коли їх початкові стани невідрізнювані. 

Невідрізнюваність автоматів означає, що будь-яке автоматне відображення 

(поведінку), яке реалізує один з автоматів, можна реалізувати іншим автоматам. 

Інакше кажучи, невідрізнювані автомати за своєю зовнішньою поведінкою 

подібні між собою. 

Неважко переконатися, що відношення невідрізнюваності H рефлексивне, 

симетричне і транзитивне, й отже, є відношенням еквівалентності (на множині 

станів чи на множині автоматів). У зв’язку з цим часто в літературі з теорії 

автоматів невідрізнюваність так і називають еквівалентністю, тобто 

використовують поняття «еквівалентні стани», «еквівалентні автомати».  

Термінологічно це не зовсім зручно й не зовсім коректно, бо назву властивості 

відношення використовують як назву самого відношення. Однак у теорії 

автоматів ці терміни стали загальноприйнятими, тому в подальшому будемо 

говорити про еквівалентні стани й еквівалентні автомати, маючи на увазі 

відношення невідрізнюваності. 

Нижченаведена теорема встановлює зв’язок між гомоморфізмом і 

невідрізнюваністю автоматів. 

Теорема 1. Якщо існує гомоморфізм g автомата A1 = (X, Y, U1, d1, l1) на 

автомат A2 = (X, Y, U2, d2, l2), то автомати A1 і A2 невідрізнювані. 
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Доведення. Для доведення теореми достатньо показати, що для будь-якого 

стану aÎU1 стани a і g(a) невідрізнювані між собою. Тоді внаслідок 

сюр’єктивності відображення g для кожного стану a¢ÎU2 існує принаймні один 

стан aÎg – 1(a¢) автомата A1 такий, що стани a¢ = g(a) та a невідрізнювані. Отже, 

автомати A1 і A2 будуть невідрізнювані. 

Невідрізнюваність станів a і g(a) доведемо методом математичної індукції за 

довжиною вхідного слова p. 

Позначимо через j1 і j2 автоматні відображення, які індукують відповідно 

автомати A1/a і A2/g(a). 

1. База індукції. Якщо |p| = 0, тобто p = e, то з означення автоматного 

відображення (3) маємо j1(e) = j2(e). 

Якщо ж |p| = 1, тобто p = xÎX, то зі співвідношень (3) і (6) маємо  

         j1(x) = l1(a, x) = l2(g(a), x) = j2(x).  

Крім того,  

            g(d1(a, x)) = d2(g(a), x). 

2. Крок індукції. Припустімо, що для всіх вхідних слів p довжини k 

виконується рівність j1(p) = j2(p), а також  

            g(d1(a, p)) = d2(g(a), p). 

Тоді, враховуючи припущення індукції та співвідношення (3), (2) і (6), для 

довільного слова pxÎX* (xÎX) довжини k + 1 маємо: 

j1(px) = (3) j1(p)l1(a, px)  = (2) j2(p)l1(d1(a, p), x)  = (6) 

     = j2(p)l2(g(d1(a, p)), x)  = (6) j2(p)l2(d2(g(a), p), x)  = (2) 

     = j2(p)l2(g(a), px)  = (3) j2(px).  

(для кращого розуміння перетворень між кожними двома виразами написано 

номер відповідного використаного співвідношення) 

Припущення індукції було використано на другому і четвертому кроках 

перетворень. Теорему доведено. ■ 
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Неважко переконатись у справедливості таких тверджень, що випливають із 

доведеної теореми. 

Наслідок  1.1. Якщо автомати A1 і A2 U-ізоморфні (у нашій термінології – 

просто ізоморфні), то автомати A1 і A2 невідрізнювані. ■ 

Наслідок  1.2. Якщо для автомата A1 існують гомоморфізми на автомати A2 

і A3, то автомати A2 і A3 невідрізнювані. ■ 

3. Задачі і вправи 

1. Довести, що відношення невідрізнюваності є відношенням еквівалентності. 

2. Довести, що ізоморфні автомати невідрізнювані. 

3. Побудувати приклад невідрізнюваних автоматів, які не ізоморфні. 

4. Довести наслідок 1.2. 

 

 

4. Мінімальний (зведений) автомат 

Як і для алгебр, у кожній множині (класі) еквівалентних між собою об’єктів 

означають стандартних представників – так звані канонічні, або нормальні, 

форми. Зведенням до канонічної форми можна перевірити (або встановити) 

еквівалентність або нееквівалентність певних об’єктів даної множини. Такою 

канонічною формою в теорії автоматів є так званий мінімальний автомат.  

Для множини (класу) K всіх невідрізнюваних між собою скінченних автоматів 

мінімальним, або зведеним, автоматом називають такий, що належить цій 

множині й усі різні стани якого попарно нееквівалентні. 

Теорема  2. У множині K всіх невідрізнюваних між собою скінченних 

автоматів існує один і з точністю до ізоморфізму тільки один мінімальний 

автомат Z.  

Для кожного автомата AÎK існує гомоморфізм g на автомат Z. Автомат Z має 

найменшу можливу кількість станів серед усіх автоматів класу K. 
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Доведення. Нехай A = (X, Y, U, d, l) – довільний автомат з класу K. Розіб’ємо 

множину станів U автомата A на класи еквівалентності за відношенням 

невідрізнюваності H. Позначимо одержану фактор-множину U/H через Q.  

Якщо стани a1, a2ÎU належать одному класу еквівалентності bÎQ, то для 

довільного вхідного сигналу xÎX стани d(a1, x) і d(a2, x) також міститимуться в 

одному класі еквівалентності b¢ÎQ.  

Справді, якщо припустити, що ai = d(a1, x) і aj = d(a2, x) нееквівалентні, то існує 

таке слово pÎX*, що jAi(p) ¹ jAj(p). Тоді з jA1(xp) = l(a1, x)jAi(p) і 

jA2(xp) = l(a2, x)jAj(p) (див. (4)) одержимо jA1(xp) ¹ jA2(xp), що суперечить 

припущенню про невідрізнюваність станів a1 і a2. 

Крім того, з означення відношення невідрізнюваності випливає, що для 

невідрізнюваних станів a1, a2ÎU з класу bÎQ і довільного вхідного сигналу xÎX 

виконується l(a1, x) = l(a2, x) = y¢ÎY. 

Усе сказане дає змогу побудувати автомат Z = (X, Y, Q, d¢, l¢), означивши його 

функції переходів і виходів такими співвідношеннями: для класу (стану) bÎQ і 

довільного вхідного сигналу xÎX  

d¢(b, x) = b¢  і  l¢(b, x) = y¢,                                                     (7) 

де b¢ = [d(a, x)]H – клас невідрізнюваності, якому належать стани d(a, x), а 

y¢ = l(a, x) для всіх aÎb. Порівнюючи принципи побудови автомата Z зі схемою 

побудови фактор-алгебри (див. розд. 2.4), автомат Z доречно було б назвати 

“фактор-автоматом” автомата A за відношенням невідрізнюваності H. 

Позначимо через g канонічне відображення множини станів U на фактор-

множину Q = U/H, тобто відображення, яке кожному стану aÎU ставить у 

відповідність клас еквівалентності bÎQ, який містить a.  

Тоді співвідношення (7) можна переписати у вигляді  

           d¢(g(a), x) = g(d(a, x)) і l¢(g(a), x) = l(a, x), aÎU, xÎX. 

Отже, g – шуканий гомоморфізм автомата A на автомат Z. За теоремою 1 

автомати A і Z невідрізнювані, тому ZÎK. При цьому кожний стан a автомата A 



*  * 28 

невідрізнюваний від стану g(a) = b такого, що aÎb і b містить усі стани автомата 

A, невідрізнювані зі станом a. 

З останнього зауваження випливає, зокрема, що всі стани автомата Z попарно 

нееквівалентні. Інакше, якщо припустити, що існує пара різних станів b і b¢ 

автомата Z, невідрізнюваних між собою, то, вважаючи, що b \ b¢ ¹ Æ, розглянемо 

стан aÎb \ b¢. Тоді з того, що стан a невідрізнюваний від стану b і з 

невідрізнюваності станів b і b¢ одержимо, що стан a еквівалентний усім станам, які 

входять у b¢, однак не міститься в b¢. Це суперечить принципу побудови множини 

Q станів автомата Z.  

Отже, автомат Z – мінімальний. 

Доведемо, що автомат Z має найменшу можливу кількість станів серед усіх 

автоматів класу K. Припустімо, що в множині K існує автомат W з меншою 

кількістю станів. Із того, що автомати Z і W належать класу K, випливає, що вони 

еквівалентні (невідрізнювані) між собою. За означенням невідрізнюваності для 

кожного стану автомата Z існує еквівалентний йому стан автомата W. Оскільки 

кількість станів автомата W менша, то остання відповідність неін’єктивна, й 

існують принаймні два стани b і b¢ автомата Z, яким відповідає один і той самий 

еквівалентний їм стан автомата W. Тоді внаслідок транзитивності стани b і b¢ 

еквівалентні, що суперечить мінімальності автомата Z. 

Нарешті, нехай Z¢ – інший мінімальний автомат у класі K.  

Автомати Z і Z¢ еквівалентні (невідрізнювані), і кількість станів автомата Z¢ 

дорівнює кількості станів автомата Z. Справді, якщо припустити, що кількість 

станів одного з цих автоматів менша, то, повторюючи наведені вище міркування, 

одержимо суперечність з умовою мінімальності іншого автомата.  

Невідрізнюваність автоматів Z і Z¢, а також рівнопотужність множин Q і Q¢ їх 

станів дає змогу побудувати взаємно однозначну відповідність h між Q і Q¢ таку, 

що пари (b, b¢)Îh складаються з невідрізнюваних між собою станів bÎQ і b¢ÎQ¢. 
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Неважко переконатися, що для h виконуються співвідношення (6), тому h – 

ізоморфізм для автоматів Z і Z¢. Теорему доведено. ■ 

Доведена теорема подає лише інформацію про структуру та основну ідею 

(принцип) побудови мінімального автомата, однак не містить методу 

(алгоритму) його знаходження. Для того, щоб, виходячи з якогось заданого 

скінченного автомата A, побудувати еквівалентний йому мінімальний автомат Z, 

потрібно мати конструктивну процедуру, за допомогою якої можна знайти класи 

еквівалентних (невідрізнюваних) станів автомата A. Ця процедура не випливає 

безпосередньо з означення відношення невідрізнюваності, оскільки для 

підтвердження невідрізнюваності станів ai і aj автомата A потрібно встановити 

рівність відображень jAi і jAj, область визначення X* яких нескінченна 

(зліченна). 

Існує кілька різних алгоритмів побудови мінімального автомата, що мають 

назву методів мінімізації скінченних автоматів [2,6]. 

 

4. Задачі і вправи 

1. Довести, що для бієкції h з доведення теореми 2 виконуються умови (6). 

2. Довести, що мінімальні автомати з того самого класу K невідрізнюваних 

автоматів ізоморфні між собою. 

3. Довести справедливість твердження, оберненого до одного з тверджень 

теореми 2: якщо автомат A з класу K всіх невідрізнюваних між собою скінченних 

автоматів має найменшу можливу кількість станів серед усіх автоматів класу K, 

то A – мінімальний автомат. 
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6. Дві моделі скінченних автоматів:  
автомат Мілі та автомат Мура 

Скінченний автомат називається автоматом Мура, якщо його функція 

виходів l залежить тільки від стану і не залежить від вхідного сигналу, тобто для 

будь-яких x¢, x²ÎX і aÎU виконується рівність l(a, x¢) = l(a, x²). 

Вилучивши фіктивну змінну, функцію виходів автомата Мура природно 

вважати унарною функцією типу U ® Y. Традиційно цю функцію позначають µ 

і називають функцією відміток, оскільки вона кожному стану a ставить у 

відповідність відмітку – вихідний сигнал y = µ(a). 

Загальна модель скінченного автомата, розглянута вище, носить назву 

автомата Мілі. Обидві моделі названо на честь американських математиків, які 

одними з перших почали їх систематичні дослідження. Безпосередньо з 

означення випливає, що автомат Мура – це окремий випадок автомата Мілі. 

Способи задання автоматів Мура є модифікацією відповідних способів 

задання для автоматів Мілі. 

Так, замість двох таблиць автомата Мілі для задання автомата Мура 

використовують одну таблицю, яка називається відміченою таблицею 

переходів. Відмічена таблиця переходів – це звичайна таблиця переходів для 

функції d, в якій додатково записано ще один рядок над рядком станів 

a1, a2, …, as. У цьому рядку над кожним зі станів ai записують вихідний сигнал – 

значення µ(ai) функції відміток для стану ai. 

У графі автомата Мура вихідний сигнал записують не на дугах, а біля вершин. 

Вершину, що відповідає станові ai, позначають вихідним сигналом µ(ai). 

Нарешті, матриці переходів автомата Мура утворюють так само, як і для 

автомата Мілі, а замість системи матриць виходів використовують одну s´n-

матрицю W; елемент wij i-го рядка та j-го стовпчика матриці W дорівнює 1, якщо 

yj = µ(ai), і дорівнює 0 – в іншому разі. 



*  * 31 

Автомат дорожнього руху D з прикладу 1 неважко перетворити в автомат 

Мура. Відмічену таблицю переходів, граф і матрицю виходів автомата D подано 

на рис. 12. 

µ y1 y2 y3 y4 y3 y4 

d a1 a2 a3 a4 a5 a6 

x1 a2 a1 a4 a2 a6 a1 

x2 a3 a5 a4 a2 a6 a1 

                

Рис. 12 

Поняття розширеної функції переходів залишається для автоматів Мура таким 

самим, як і для автоматів Мілі. Дещо змінюється друге зі співвідношень (3) в 

означенні автоматного відображення, набираючи вигляду  

jA(px) = jA(p) µ(d(a1, px)).                                                         (9) 

Потребують уточнення також поняття гомоморфізму, ізоморфізму та 

невідрізнюваності (еквівалентності) станів для автомата Мура. 

Так, в означенні (X, Y, U)-гомоморфізму (ізоморфізму) для автоматів Мура 

A1 = (X1, Y1, U1, d1, µ1) і A2 = (X2, Y2, U2, d2, µ2) другу умову з (5) потрібно замінити 

на умову g2(µ1(a)) = µ2(g3(a)), а другу умову з (6) – на µ1(a) = µ2(g(a)). 

Стан aiÎU1 автомата Мура A = (X, Y, U1, d1, µ1) і стан bjÎU2 автомата Мура 

B = (X, Y, U2, d2, µ2) називаються невідрізнюваними, якщо для довільного 
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вхідного слова pÎX* виконується рівність jAi(p) = jB j(p) і, крім того, 

µ1(ai) = µ2(bj). Після цих уточнень поняття невідрізнюваності (еквівалентності) 

автоматів Мура і мінімального автомата Мура формулюються так само, як і для 

автоматів Мілі. 

З урахуванням наведених уточнень для автоматів Мура можна сформулювати 

й довести теореми, аналогічні теоремам 1 – 3. Нескладної модифікації потребує 

також алгоритм мінімізації автоматів. А саме, потрібно ввести поняття 0-

невідрізнюваності, вважаючи стани ai і aj автомата Мура A 0-невідрізнюваними, 

якщо µ(ai) = µ(aj). Відтак на першому кроці мінімізації автомата Мура потрібно 

розбити множину станів U автомата A на класи  

0-невідрізнюваності. Подальші кроки алгоритму залишаються без змін. 

Незважаючи на те, що автомат Мура є окремим випадком автомата Мілі, 

можливості цих двох моделей збігаються. 

Теорема 4. Для довільного автомата Мілі існує еквівалентний йому 

автомат Мура. 

Доведення. Нехай задано автомат Мілі A = (X, Y, U, d, l), де X = {x1, x2, …, xm}, 

U = {a1, a2, …, as}. Означимо автомат Мура B = (X, Y, W, d¢, µ) таким чином. 

Множиною станів автомата B є W = {(ai, xj)| aiÎU, xjÎX} È U, тобто 

W = U ´ X È U. 

Позначимо стан (ai, xj) множини W через bij, а стан aiÎU Í W – через bi0. 

Функцію переходів d¢ автомата B для стану bijÎW і вхідного символу xlÎX 

означимо так: 

1) якщо j = 0, тобто bi0 = ai, то d¢(bi0, xl) = bil = (ai, xl); 

2) якщо j ¹ 0, тобто bij = (ai, xj), то d¢(bij, xl) = bkl = (ak, xl), де ak = d(ai, xj), тобто 

d¢((ai, xj), xl) = (d(ai, xj), xl). 

Функцію відміток µ для станів bi0 можна означити довільним чином, а для 

решти станів (j ¹ 0) µ(bij) = l(ai, xj). 
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Доведемо, що стан aiÎU автомата Мілі A і стан bi0ÎW автомата Мура B будуть 

невідрізнювані, тобто для довільного вхідного слова pÎX* виконується рівність 

jAi(p) = jBi0(p). 

Доведення проведемо методом математичної індукції за довжиною слова p. 

1. База індукції. Якщо |p| = 0, тобто p = e, то jAi(e) = jBi0(e) = e. 

Якщо ж |p| = 1, тобто p = xlÎX, то jAi(xl) = l(ai, xl), a 

jBi0(xl) =  = µ(d¢(bi0, xl)) = µ(bil) = l(ai, xl). 

Крім того, для довільного xkÎX 

d¢(bi0, xlxk) = d¢(d¢(bi0, xl), xk) = d¢(bil, xk) = d¢((ai, xl), xk) = (d(ai, xl), xk) і  

µ(d¢(bi0, xlxk)) = l(d(ai, xl), xk). 

2. Крок індукції. Припустімо, що для всіх вхідних слів p довжини n ³ 1 

виконується рівність jAi(p) = jBi0(p), а також що µ(d¢(bi0, pxl)) = l(d(ai, p), xl). 

Тоді для довільного слова pxlÎXn + 1 довжини n + 1 маємо 

jAi(pxl) = jAi(p)l(d(ai, p), xl) = jBi0(p)µ(d¢(bi0, pxl)) = jBi0(pxl). 

Теорему доведено. ■ 

Тут варто зазначити, що невідрізнюваність автоматів A і B, про яку йдеться в 

доведеній теоремі, є “однобічною”. Для кожного стану автомата Мілі A існує 

еквівалентний йому стан автомата Мура B, однак обернене твердження не 

виконується.  

Радимо побудувати автомат Мура, еквівалентний автомату Мілі послідовного 

двійкового суматора з прикладу 2. 

Отже, при дослідженні можливостей автоматів і реалізації алгоритмів зі 

скінченною пам’яттю можна користуватися тією чи іншою моделлю скінченного 

автомата, обираючи ту з них, яка зручніша і більше відповідає розв’язуваній 

задачі. 
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6. Задачі і вправи 

1. Сформулювати детальні означення для автоматного відображення, 

гомоморфізму та ізоморфізму автоматів і невідрізнюваності (еквівалентності) 

станів і автоматів для моделі автомата Мура. 

2. Для автоматів Мура сформулювати і довести теореми, аналогічні теоремам 

1 – 3.  

3. Сформулювати модифікацію алгоритму мінімізації автомата для моделі 

автомата Мура. 

4. Перевірити невідрізнюваність двох заданих автоматів Мура A1  і A2: 

(а)    A1                                                                                                                                     A2 

µ1 1 2 1 1 1 1 1 1 2  µ2 1 2 1 1 2 1 1 

d1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 d2 1 2 3 4 5 6 7 

x1 3 3 3 1 3 5 8 3 3 x1 7 6 7 7 6 6 6 

x2 6 4 7 7 4 7 6 6 4 x2 4 1 4 4 1 3 3 

x3 3 4 3 9 3 2 9 3 7 x3 2 4 5 2 3 6 6 

(б)                        A1                                                                              A2 

µ1 1 1 1 1 1 1 2 2 1  µ2 1 2 2 1 2 2 1 

d1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 d2 1 2 3 4 5 6 7 

x1 2 7 8 9 2 3 2 9 7 x1 7 4 4 5 7 4 6 

x2 5 8 7 4 6 1 8 7 8 x2 1 3 5 3 2 6 2 

x3 3 6 5 9 3 2 5 1 6 x3 4 1 1 1 1 1 1 

Побудувати відповідні гомоморфні й ізоморфні відображення. 

5. Побудувати автомат Мура, еквівалентний заданому автомату Мілі: 

(а) 

d 1 2 3  l 1 2 3 

x1 2 2 1 x1 1 2 1 

x2 1 3 1 x2 2 1 1 
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(б) 

d 1 2 3  l 1 2 3 

x1 3 2 3 x1 2 1 1 

x2 1 1 2 x2 1 1 2 

 

 

7. Основні проблеми теорії автоматів 

Щодо зовнішніх умов функціонування розрізняють два типи поведінки і два 

відповідні типи скінченних автоматів. 

Перший тип поведінки – це розглянуте вище і вже знайоме нам перетворення 

вхідних слів у вихідні, тобто реалізація автоматних відображень. Автомати, що 

реалізують зазначений тип поведінки, називають автоматами-

перетворювачами. 

Другий тип поведінки – це розпізнання певних множин вхідних слів. 

Автомат-розпізнавач, або автомат-акцептор, для будь-якого вхідного слова 

p дає змогу визначити, належить це слово певній множині чи ні. У разі 

позитивної відповіді на поставлене запитання кажуть, що слово p розпізнається, 

або сприймається, автоматом, а не то вважають, що слово p не розпізнається, або 

відкидається. 

Найпоширенішу модель ініціального автомата-розпізнавача A = (X, Y, U, d, l) 

означають так. Множину станів U розбивають на дві підмножини U1 і U2. 

Вважають, що слово pÎX* розпізнається автоматом A, якщо d(a1, p)ÎU1; в 

іншому разі (d(a1, p)ÎU2) слово p відкидається. Аналогічо, розбивши на дві 

підмножини множину всіх вихідних сигналів Y, можна означити умову 

розпізнавання вхідного слова залежно від того, якій із цих підмножин належить 

вихідний сигнал l(a1, p) (для автомата Мура – µ(d(a1, p))). 

Існує кілька можливостей інтерпретування зазначених типів автоматів.  

Наприклад, автомат-перетворювач можна розглядати як пристрій, що 

перекодовує (перекладає) слова з однієї мови в іншу, або як пристрій, що реалізує 
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алгоритм розв’язання задач певного типу, перетворюючи умови задачі (вхідні 

слова) в записи відповідних розв’язків (вихідні слова).  

Можна інтерпретувати автомат-перетворювач і як пристрій, що реалізує 

певний зворотний зв’язок: автомат одержує інформацію із зовнішнього 

середовища у вигляді вхідних слів і виробляє відповідні керувальні 

послідовності у вигляді вихідних слів тощо. Автомат-розпізнавач можна 

інтерпретувати як аналізатор, що розпізнає (сприймає) певні синтаксичні 

конструкції (правильні слова, речення, програми тощо). 

Кожен із розглянутих типів поведінки автоматів можна звести до іншого. 

Якщо вхідне слово p = xi1xi2…xik, то послідовність відповідей автомата-

розпізнавача на вхідні слова xi1, xi1xi2, …, xi1xi2…xik утворює вихідне слово q – 

результат автоматного відображення jA(p). З іншого боку, всі вхідні слова pÎX* 

автомата-перетворювача можна класифікувати залежно від останнього символу 

вихідного слова jA(p). 

Однак попри зазначений тісний зв’язок розглянутих типів поведінки, існують 

проблеми, які легко і природно формулюються і розв’язуються для одного типу 

автоматів й істотно ускладнюються при їх переформулюванні для іншого типу. 

Тому в теорії автоматів зазначені типи розглядають окремо. 

Іноді виділяють окремий випадок першого типу поведінки, який реалізується 

так званими автономними, або породжувальними, автоматами. Вхідний алфавіт 

автономного автомата складається тільки з одного сигналу. Отже, поведінка 

автомата визначається тільки тими вихідними словами, які здатний породжувати 

автономний автомат. 

Основними проблемами теорії автоматів для кожного з типів поведінки і типів 

автоматів вважають проблеми аналізу і синтезу. 

Проблема аналізу полягає в тому, щоб за заданим автоматом визначити його 

поведінку і дослідити певні її властивості. Як правило, розв’язання проблеми 

аналізу принципових труднощів не викликає, оскільки зазвичай разом із 

заданням автомата наводять правила опису його поведінки. 
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У задачі синтезу потрібно, виходячи із заданих умов поведінки, побудувати 

(синтезувати) автомат, що реалізує цю поведінку.  

Очевидно, що одна з перших проблем, яка виникає при розв’язанні задачі 

синтезу – це дослідження питання, які з умов поведінки взагалі можуть бути 

реалізовані в автоматах і, зокрема, в скінченних автоматах. Відтак постає 

проблема побудови власне алгоритму синтезу. 

 

 

9. Зображення подій в автоматах 

Наступні розділи присвячено проблемам аналізу і синтезу для автоматів-

розпізнавачів. При дослідженні автоматів-розпізнавачів зручно користуватись 

автоматами Мура. Можна вважати, що стани автомата-розпізнавача Мура A 

відмічено двома вихідними сигналами 0 і 1, які розбивають множину станів U 

автомата A на два класи – U0 і U1. Зафіксуємо один із цих класів, позначимо його 

через F і будемо називати стани з класу F заключними, або фінальними станами 

автомата A. Оскільки для автоматів-розпізнавачів нас цікавитиме для кожного 

вхідного слова лише значення розширеної функції переходів на цьому слові, то 

доцільно розглянути ще одну модель автомата, яку називають автоматом без 

виходів. 

Автомат без виходів A = (X, U, d, a1, F) означають так: перші три об’єкти X, 

U і d мають той самий смисл, що й раніше, a1ÎU – початковий стан, F – множина 

заключних станів автомата A, F Í U. У найближчих розділах будемо розглядати 

без додаткових застережень ініціальні скінченні автомати без виходів. 

Множину P слів у вхідному алфавіті X, тобто P Í X*, будемо називати подією 

в алфавіті X.  

Цей термін став традиційним у теорії автоматів, хоча він не містить нічого 

принципово нового: можна було б користуватися просто терміном «множина 

слів у алфавіті X». Інший термін для цього самого поняття – мова. 
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Подія P зображувана в автоматі A = (X, U, d, a1, F) (або автомат A зображує 

подію P), якщо d(a1, w)ÎF тоді й тільки тоді, коли wÎP. 

Кожному автомату A = (X, U, d, a1, F) відповідає зображувана в ньому подія P. 

Подію P зручно проілюструвати за допомогою графа автомата A: подія P 

складається з усіх вхідних слів, відповідні шляхи яких у графі автомата A ведуть 

з вершини a1 у вершини з множини F. 

Подія P називається зображуваною (в автоматі), якщо існує автомат A, який її 

зображує. Інші терміни для цього поняття: множина, або мова, яку визначає, 

допускає чи розпізнає автомат. 

Можлива ситуація, коли a1ÎF. У цьому разі вважатимемо, що події P, 

зображуваній в автоматі A, належить порожнє слово e. Порожнє слово не слід 

плутати з порожньою подією. Автомат A зображує порожню подію, якщо не 

існує жодного вхідного слова, яке переводить автомат A з початкового стану a1 

в будь-який із заключних станів. Порожню подію будемо позначати символом 

порожньої множини Æ. 

Теорема 7. Будь-яка скінченна множина слів P = {w1, w2, …,  wk} в алфавіті 

X – скінченна подія – зображувана в скінченному автоматі. 

Доведення. Нехай Q = {hi(wj) | i = 0, 1, …, |wj|; j = 1, 2, …, k}, тобто скінченна 

множина Q складається з усіх початкових відрізків слів з множини P, зокрема 

eÎQ і P Í Q. Розглянемо автомат без виходів A = (X, Q È {f}, d, e, P). Множина 

станів автомата A – це множина Q, доповнена деяким станом f (fÏQ); початковим 

станом автомата A є порожнє слово e, а множиною заключних станів – P. 

Функцію переходів d автомата A означимо для wÎQ і xÎX таким чином: 

d(w, x) = wx, якщо wxÎQ, і d(w, x) = f, якщо wxÏQ. Крім того, d(f, x) = f для всіх 

xÎX. 

Оскільки d(e, wi) = wi для i = 1, 2, …, k, то автомат A розпізнає всі слова 

множини P  і тільки ці слова. ■ 
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Приклад  6.  Побудуємо автомат A, що розпізнає мову L в алфавіті Σ = {a, b}, 

яка складається з таких і тільки таких слів, що починаються на aa і містять 

непарне число символів b. 

Для виділення слів, що починаються на aa, створимо початковий стан q0, який 

перший символ a буде переводити в стан q1, а другий символ a буде переводити 

з q1 у стан q2. Зрозуміло, що всі слова, що починаються на ab, ba, bb не належать 

мові L і будь-які їхні продовження також небажані. Запровадимо для них так 

званий хибний стан f.  

Усі інші слова природно розбиваються на два класи: ті, у яких парна кількість 

символів b, і ті, у яких кількість таких символів непарна. 

Оскільки після отримання aa число b парне, то для подання слів першого класу 

будемо використовувати стан q2, а для подання слів другого створимо стан q3, 

який й буде заключним.  

У в результаті отримуємо автомат, граф якого зображено на рисунку 13а. 

Заключні стани автоматів позначатимемо подвійними кругами. 

 
Pис. 13а  

 

Приклад  8. На рис. 13б подано граф автомата A, що зображує подію  

P = {x1x2x1x1, x1x1x2, x1x1x1x2, x1x1x1}. 

Нижче виписано всі слова множини Q і відповідні їм стани автомата A.  

e – a1, x1x2 – a4, x1x2x1 – a7, 

x1 – a2,  x1x1x1 – a5, x1x1x1x2 – a8, 



*  * 40 

x1x1 – a3, x1x1x2 – a6, x1x2x1x1 – a9. 

 

Pис. 13б ◄ 

Теорема 8. Існують події, не зображувані в скінченних автоматах. Подія P, 

яка складається з усіх слів w в алфавіті X = {x1, x2} таких, що слово w містить 

однакову кількість символів x1 і x2, не зображувана в жодному скінченному 

автоматі. 

Доведення. Справедливість першої частини теореми випливає з таких 

теоретико-множинних міркувань. Зафіксуємо скінченний алфавіт X. Позначимо 

через Ms сукупність усіх ініціальних автоматів без виходів, множина станів яких 

містить s елементів: U = {a1, a2, …, as}. Множина всіх відображень типу 

U ´ X ® U (тобто множина всіх можливих функцій переходів) скінченна. 

Кількість можливих варіантів для вибору множини F заключних станів з 

множини U також скінченна. Отже, множина Ms скінченна. 

Множина всіх скінченних ініціальних автоматів без виходів, що функціонують 

в алфавіті X, дорівнює M = M1 È M2 È …  È Ms È … і значить, є зліченною 

множиною. Кожен з автоматів множини M зображує одну подіу в алфавіті X. 

Таким чином, множина подій в алфавіті X, зображуваних у скінченних 

автоматах, зліченна. 

Водночас множина всіх подій в алфавіті X є булеаном зліченної множини X* і 

згідно з теоремою 1.7 є незліченною (точніше, множиною потужності 

континуум). Отже, існують події в алфавіті X, не зображувані в скінченних 
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автоматах. Із теореми 1.6 випливає, що множина таких подій має потужність 

континуум. 

Перший приклад події, не зображуваної в жодному скінченному автоматі, 

запропонував С.-К. Кліні. Ця подія складається з усіх слів у непорожньому 

алфавіті X, довжини яких дорівнюють квадратам цілих чисел. У цій теоремі 

розглянуто інший приклад події, не зображуваної в скінченних автоматах. 

Доведення проведемо методом від супротивного.  

Припустімо, що подія P зображувана в якомусь скінченному автоматі 

A = (X, U, d, a1, F). Розглянемо послідовність станів aik = d(a1, x1k), k = 1, 2, … 

(через wk позначатимемо слово www…w, що складається з k слів або літер w; 

вважаємо w0 = e).  

Зі скінченності множини станів U автомата A випливає, що існують такі числа 

r і t (r ¹ t), що air = ait.  

Тоді згідно зі зробленим припущенням автомат A слово x1rx2r розпізнає, а слово 

x1tx2r – відкидає, тобто a¢ = d(a1, x1rx2r)ÎF і a² = d(a1, x1tx2r)ÏF.  

Але d(a1, x1rx2r) = d(d(a1, x1r), x2r) = d(air, x2r) і  

d(a1, x1tx2r) = d(d(a1, x1t), x2r) = d(ait, x2r).  

Отже, a¢ = a².  

Одержана суперечність завершує доведення теореми. ■ 

Приклад  8а. Побудувати скінченний автомат для розпізнавання 

синтаксичної конструкції ідентифікатора. 

Ідентифікатор – у мовах програмування, це імʼя деякого обʼєкту(функції, 

змінної, тощо) та може складатись з букв, цифр та символу підкреслення та не 

може починатися з цифри.  Позначимо стани: e — початковий стан, a1 — стан 

після зчитування допустимого першого символу  (тобто стан, що позначає 

те, що лексема підходить під умову ідентифікатора) F — помилковий стан (для 

неправильного вводу). Граф автомату зображено на рисунку 13в. 
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Рис.13в 

 

Приклад  9. Побудувати автомат-розпізнавач, який зображує подію в 

алфавіті B = {0, 1}, що складається з усіх слів, які починаються і закінчується 

парами символів 00 або 11, тобто мають вигляд 00w00, 00w11, 11w00 або 11w11,  

wÎB*.   

Граф автомата, що зображує цю подію, подано на рис. 13г.  

Початковим станом є стан, позначений е, а множиною заключних станів є 

F = {00w00, 00w11, 11w00, 11w11} ◄. 

Зверніть увагу на позначення станів автомата. Вони є змістовними, тобто 

містять загальну інформацію про вигляд проаналізованого вхідного слова.  

Такі позначення це своєрідний коментар до алгоритму функціонування цього 

автомата. Можна було б використати традиційні позначення для станів і 

пронумерувати їх натуральними числами. Але з останнім способом позначення 

станів будувати шуканий автомат було б набагато складніше, а ще складніше 

було б зрозуміти ідею дії його алгоритму. 

Надалі радимо використовувати саме такий спосіб побудови автоматів. 
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Рис.13г◄ 

Приклад  10. Побудувати автомат-розпізнавач, який зображує подію в 

алфавіті В = {0, 1}, що складається зі всіх слів таких і тільки таких, у яких 

кількість символів 1 кратна чотирьом.  

Граф автомата, що зображує цю подію, подано на рис. 13д.  

У цьому автоматі стан, позначений символом порожнього слова е, є одночасно 

і початковим, і заключним. 

 
Рис.13д 

Приклад  11. Побудувати автомат-розпізнавач, який зображує подію в 

алфавіті  B = {0, 1}, що складається з усіх слів, які починаються з 000 і 

закінчуються трійкою символів 111, тобто мають вигляд 000w111, де  wÎB*.  

Граф автомата, що зображує цю подію, подано на рис. 13є.  

У цьому автоматі стан, позначений символом порожнього слова е, є 

початковим, а заключним є стан 000w111. 
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Рис.13є◄ 

Приклад  12. Побудувати автомат-розпізнавач, який зображує подію в 

алфавіті  В = {0, 1}, що складається зі всіх слів таких і тільки таких, які містять 

три одиниці поспіль. 

Граф автомата, що зображує цю подію, подано на рис. 13ж.  

У цьому автоматі стан, позначений символом порожнього слова е, є 

початковим, а заключним є стан w111w. 

. 

Рис.13ж◄ 

Приклад  13. Побудувати автомат-розпізнавач, який зображує подію в 

алфавіті  В = {0, 1}, що складається зі всіх слів таких і тільки таких, які містить 

парне число символів 0 І/АБО непарне число символів 1. 

Граф автомата, що зображує цю подію, подано на рис. 13з.  

Використано такі позначення для станів цього автомата. Перший символ 

позначає парність або непарність (відповідно 0 або 1) кількості 0, а другий 

символ – парність або непарність (відповідно 0 або 1) кількості 1 в 

проаналізованому на даний момент вхідному слові. 

Заключним станом автомата для умови "І" буде стан 01, а заключними станами 

для умови "АБО" будуть стани 00, 01 та 11. 
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Рис.13з◄ 

Приклад  14. Побудувати автомат, що розпізнає двійкові послідовності 

(слова в алфавіті B = {0, 1}), які є двійковими числами, що діляться на 2. 

Двійкове число ділиться на 2, якщо його остання цифра 0.  

Граф автомата, що зображує цю подію, подано на рис. 13і. 

Початковим і заключним станом цього автомата є стан 0.  

 
Рис.13і◄ 

Приклад  15. Побудувати автомат, що розпізнає двійкові послідовності 

(слова в алфавіті B = {0, 1}), які є двійковими числами, що діляться на 3. 

Виведемо ознаку подільності на 3 для двійкових чисел. 

Для цього розглянемо, які остачі при діленні на 3 дають степені числа 2 – 

основи двійкової системи числення. 

Степені числа 2 Остача 

20 1 

21 –1 

22 1 
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23 –1 

24 1 

25 –1 

... ... 

Отже, 22k при діленні на 3 дає остачу 1, а 22k+1 – остачу –1. 

Звідси випливає така ознака подільності на 3:  двійкове число ділиться на 3 

тоді і тільки тоді, коли різниця суми його цифр, що стоять на непарних позиціях, 

і суми цифр, що стоять на парних позиціях, кратна 3. 

Оскільки цифри двійкових чисел – це 0 або 1, то вказані в ознаці подільності 

суми є кількостями цифр 1 на відповідних позиціях.  

Граф автомата-розпізнавача для зазначених в умові чисел подано на рис.13к. 

Початковим станом є стан 0п, а заключними станами – стани 0п і 0н. 

 
Рис.13к◄ 

Приклад  16. Побудувати автомат, що розпізнає двійкові послідовності 

(слова в алфавіті B = {0, 1}), які є двійковими числами, що діляться на 6. 

Двійкове число ділиться на 6 тоді і тільки тоді, коли воно ділиться на 3 і його 

остання цифра 0. 

Для розв'язання цієї задачі скомбінуйте самостійно автомати, наведені у двох 

попередніх прикладах◄. 

Приклад  17. Побудувати автомат-розпізнавач, який зображує подію в 

алфавіті  В = {0, 1}, що складається зі всіх слів таких і тільки таких, які містить 

число символів 0 кратне 5 І/АБО число символів 1 кратне 3. 
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Граф автомата, що зображує цю подію, подано на рис. 13л.  

Використано такі позначення для станів цього автомата. Перший символ 

позначає остачу від ділення на 5 кількості 0, а другий символ – остачу від ділення 

на 3 кількості 1 в проаналізованому на даний момент вхідному слові. 

Початковим станом є стан, позначений 00.  

Заключним станом автомата для умови "І" буде стан 00, а заключними станами 

для умови "АБО" будуть стани 0k та m0, де k = 0,1,2 і m = 0,1,2,3,4, тобто такі, у 

позначенні яких присутній символ 0. 

 
Рис.13л◄ 

 

 

 

8. Задачі і вправи 

1. Побудувати  автомат-розпізнавач, що зображує подію P. 

(а) P = {x1x1x1x2, x1x1x2x2x1, x1x1x1x1x2, x1x1x1x2x1x1};        

(б) P = {e, x1x2x1x1x2x2, x1x1x2x1x1x2, x1x2x1x1}. 

2. Нехай подія P зображувана в скінченному автоматі A і eÏP. Як побудувати 

новий скінченний автомат A¢, що зображує подію P È {e}? 
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3. Нехай задано автомат без виходів A = (X, U, d, a1, F), U = {a1, a2, …, as}. 

Позначимо через M(w) матрицю, означену в задачі 2(6) для wÎX*, через p – s-

вимірний вектор (1, 0, 0, …, 0), а через f – двійковий вектор-стовпчик 

(z1, z2, …, zs)T, в якому zi = 1, якщо aiÎF, і zi = 0 – в іншому разі. Подію 

називатимемо матрично зображуваною в автоматі A, якщо pM(w)f > 0 тоді й 

тільки тоді, коли wÎP. Довести, що для того щоб подія P була зображуваною в 

автоматі A, необхідно й достатньо, щоб вона була матрично зображуваною в A. 

4. Будемо говорити, що автомат A розпізнає нескінченну послідовність 

символів w = xi1xi2…xik…, якщо автомат A зображує подію P, що складається з 

усіх початкових відрізків послідовності w: P = {xi1, xi1xi2, xi1xi2xi3, …}. Довести, 

що неперіодична послідовність символів w не розпізнається жодним скінченним 

автоматом.  

5. Довести, що множина P слів у алфавіті X, довжини яких є точними 

квадратами, не зображувана в жодному скінченному автоматі.  

6. Побудувати автомат для розпізнавання певної синтаксичної конструкції: 

(а) ідентифікатор;  (в) простий арифметичний вираз; 

(б) число з фіксованою крапкою;     (г) коментарі. 

7. Побудувати автомат, який розпізнає таку мову в алфавіті B = {0, 1}: 

(а) L = {w | довжина w кратна 5}; 

(б) L = {w | w не містить підслів 001 та 110}; 

(в)  L = {w | w містить число символів 0 кратне 3 І/АБО число символів 1 кратне 

4}; 

(г)  L = {w | число символів 0 у слові w більше, ніж символів 1}; 

(д) L = {w | число символів 0 у слові w на 3 більше, ніж символів 1}; 

(е) L = {w | на парних позиціях у слові w стоять символи 0}; 

(є) L = {w | на позиціях у слові w, які кратні 3, стоять символи 1}. 

8. Побудувати автомат, що розпізнає двійкові послідовності (слова в алфавіті 

B = {0, 1}), які є двійковими числами, що діляться на 

(а) 2; (б) 4;  (в) 3; (г)  6; (д) 5; (е) 8. 
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10. Алгебра регулярних подій 

У попередньому розділі ми навели приклад класу подій – клас скінченних подій, 

які завжди зображувані в скінченних автоматах, а також приклад події, 

незображуваної в скінченних автоматах. Зрозуміло, що в скінченних автоматах 

зображувані не тільки скінченні події. Бажано було б мати засоби, за допомогою 

яких можна було б описувати події, зображувані в скінченних автоматах.  

Один із таких засобів, запропонований С.-К. Кліні й у подальшому розвинутий 

і вдосконалений В. М. Глушковим, Р. Ф. Мак-Нотоном та іншими, носить назву 

мови регулярних виразiв. Ця мова належить до класу так званих алгебричних мов, 

оскільки її основою є вирази в певній алгебрі, яка називається алгеброю регулярних 

подій. 

Нехай P1, P2 Í X* – події в алфавіті X. Розглянемо три операції над подіями, 

які будемо називати регулярними операціями. 

1. Об’єднання (іноді диз’юнкція) подій P1 È P2 – це звичайне теоретико-

множинне об’єднання. 

2. Множення (конкатенація) подій P1P2 – це подія, яка складається з усіх таких 

слів w1w2, що w1ÎP1 і w2ÎP2. Зазвичай операцію множення подій використовують 

без спеціального позначення. Для зручності посилання на цю операцію познача-

тимемо її через ×. 

3. Ітерацією події P називається подія P* = {e} È P È P2 È … … È Pn È …=

Pn. Тут через P0 позначено подію {e}, а через Pn – подію PP…P (n разів). Іноді 

операцію ітерації події P позначають {P}. 

Звернімо увагу на те, що введене нами вище позначення X* для множини всіх 

слів у алфавіті X = {x1, x2, …, xm} і позначення X* операції ітерації для події X 

мають той самий смисл. Справді, подія X* = ({x1} È {x2} È … È {xm})* 

складається з усіх слів (включаючи й порожнє слово) в алфавіті X. Через 

P +  позначимо подію P*\{e}. 

¥

=0n

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Очевидно, що всі три операції всюди визначені на множині подій в алфавіті X. 

Алгеброю подій в алфавіті X назвемо алгебру E = <b(X*), {È, ×, *}>, носієм якої 

є множина всіх подій в алфавіті X (булеан множини X*), а сигнатура складається 

з уведених регулярних операцій: двох бінарних – об’єднання і множення та 

однієї унарної – ітерації. 

Окремо відзначимо деякі важливі події. Подію, яка містить усі слова в алфавіті 

X, тобто X*, назвемо загальною подією. Подію, яка не містить жодного слова, 

назвемо порожньою, або неможливою, подією і позначимо символом порожньої 

множини Æ. 

Користуючись оператором суперпозиції S для операцій алгебри E, 

одержуватимемо вирази (формули в алгебрі E), які задають певні події в алфавіті 

X. Щоб зменшити кількість дужок у виразах домовимося про такі пріоритети для 

регулярних операцій: спочатку виконується ітерація, відтак – множення і 

нарешті – об’єднання. При потребі змінити встановлений порядок виконання 

операцій використовують круглі дужки. 

Вирази в алгебрі E називають рівносильними (еквівалентними), якщо вони 

задають ту саму подію. Рівносильність виразів будемо позначати за допомогою 

знака =. Безпосередньо з означень випливають такі властивості регулярних 

операцій, які ми запишемо у вигляді рівносильних співвідношень для виразів у 

алгебрі E. 

Нехай P, Q і T – довільні події. Тоді 

1) (P È Q) È T = P È (Q È T),  (асоціативність) 

(PQ)T = P(QT),    

2) P È Q = Q È P,    (комутативність об’єднання) 

3) P(Q È T) = PQ È PT,   (дистрибутивність) 

(P È Q)T = PT È QT,   

4) P È P = P,  (ідемпотентність об’єднання) 

5) (P*)* = P*,  P*P* = P*,  (ідемпотентність ітерації)      

6) PP* = P*P,                                                       (11) 
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7) P* = {e} È PP* = ({e} È P)*,  

{e}P = P{e} = P, {e}* = {e},  (властивості події {e})  

8) PÆ = ÆP = Æ,  

P È Æ = P, Æ* = {e},  (властивості порожньої події Æ) 

9) (P È Q)* = (P* È Q*)* = (P*Q*)*,  

10) (P* È Q)* = (P È Q)*,  

11) P* = ({e} È P È P2 È … È Pn – 1)(Pn)*. 

Відзначимо, що операція множення подій некомутативна. 

Події {xi}, де xiÎX, називають елементарними. До елементарних подій 

віднесемо також подію {e}. 

Подію P називається регулярною, якщо вона є результатом застосування 

скінченного числа операцій об’єднання, множення та ітерації до елементарних 

подій. 

Більш точно, індуктивне означення регулярних подій таке: 

1) елементарні події {e} і {xi}, xiÎX, i = 1, 2, …, m – регулярні; 

2) якщо P1 і P2 – регулярні події, то P1 È P2, P1P2 та P1* – регулярні події; 

3) інших регулярних подій, ніж побудовані за правилами 1) і 2), немає. 

Позначимо через R клас (множину) всіх регулярних подій в алфавіті X. 

Очевидно, що клас R замкнений відносно всіх трьох регулярних операцій. Отже, 

можна розглянути алгебру ER = <R, { È , ×, *}>, яка носить назву алгебри 

регулярних подій і є підалгеброю алгебри подій E. Безпосередньо з означення 

випливає, що множина елементарних подій є скінченною системою твірних 

(більше того – базисом) алгебри ER,  тому алгебра регулярних подій – скінченно-

породжувана. 

З означення випливає також, що кожну регулярну подію можна зобразити 

(задати) деяким виразом (формулою), що складається зі скінченного числа 

регулярних подій (операндів) і знаків регулярних операцій. Такі вирази 
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називають регулярними. Регулярним виразом для порожньої події вважатимемо 

символ Æ. 

Приклад  17а.  Нехай P, Q, R і S – події в алфавіті X. Довести, що коли P Í R 

і Q Í S, то PQ Í RS. Чи правильним є обернене твердження? 

Нехай wÎPQ Þ w = w1w2, w1ÎP, w2ÎQ Þ (за умовою) w1ÎR, w2ÎS, 

w = w1w2 Þ wÎRS.  

Обернене твердження не є правильним. Наприклад, для P = {10}, Q = {010}, 

R = {1, 01}, S = {0010, 11}, X = {0, 1} ◄.  

Приклад  18.  1. Для множини слів  P = {ab, bb} в алфавіті X = {a, b} 

виписати всі слова події P*, довжина яких дорівнює 6. 

Такими словами будуть: 

ababab, ababbb, abbbab, abbbbb, bbabab, bbabbb, bbbbab, bbbbbb. 

2. Визначити, чи належать події P слова v і w, якщо P = {000}*{1}*{0},       

v = 00011110,   w = 11100.  

Слово v належить події P, тому що для його підслів маємо 000Î{000}*, 

1111Î{1}* і 0Î{0}.  

Слово w не належить події P, оскільки слова події P, що містять принаймні 

один символ 1, закінчуються тільки одним символом 0◄.  

Приклад  18а.  1. Довести, що коли P Í Q, то P* Í Q*. 

Якщо wÎP*, то слово w є результатом конкатенації деяких слів з P.  

Так як P Í Q, то wÎQ*. 

2. Нехай P = {aa, ba} і Q = {aa, ba, aaaa}. Довести, що P* = Q*. 

Оскільки P Í Q, то P* Í Q* (див. попередню задачу).  

Єдине слово, яким відрізняються події P і Q це слово aaaa. Однак воно може 

бути утворене в результаті конкатенації слів aa та aa, що належать P. Тому всі 

слова з Q* можна утворити за допомогою конкатенації зі слів події P. Таким 

чином, Q* Í P* ◄.  

Приклад  19.  1. Написати регулярний вираз у алфавіті X = {0, 1}, який задає 

подію, що складається зі всіх слів таких і тільки таких, 
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(а) у яких кількість символів 0 кратна трьом; 

(б) які містять рівно три символи 1; 

(в) що містять 01101 як підслово. 

(а) 1* È {1*01*01*01*}*;      (б) 0*10*10*10*;       (в) {0, 1}*01101{0, 1}*. 

2. Написати регулярний вираз у алфавіті X = {0, 1, 2}, який задає подію, що 

складається зі всіх слів таких і тільки таких, у яких п’ятим символом з кінця є 2. 

{0, 1, 2}*2{0, 1, 2}4. 

3. Описати звичайними словами мову (подію) P у алфавіті X = {a, b}, задану 

регулярним виразом: 

   (а) a{a, b}*bb;   (б) {a}*{b}*a{e, bb}*;     (в) (aa È ab È ba È bb)*;  

(а) Подія P – це множина всіх слів у алфавіті X = {a, b}, які починаються 

символом a та закінчуються парою символів bb.  

(б) Будь-яке слово даної події починається з довільної кількості (зокрема 0) 

символів a, за якими йде довільна кількість символів b, і завершується або 

символом a, або підсловом a(bb)n, n > 0 

(в) Ця подія складається з усіх слів в алфавіті {a, b}, що мають парну довжину 

◄. 

Регулярні вирази називаються рівносильними (еквівалентними), якщо вони 

задають ту саму регулярну подію.  

Усі наведені вище рівносильні співвідношення (11) справедливі й в алгебрі 

регулярних подій ER, тобто мають місце також для довільних регулярних виразів. 

Як завжди в алгебрах, ці рівносильності дають змогу виконувати рівносильні 

перетворення (зокрема, оптимізацію, або спрощення) регулярних виразів.  

Однак на відміну від відомих з попередніх розділів курсу "Дискретнна 

математика" класів еквівалентності (булевих формул, формул в алгебрі 

Жегалкіна, скінченних автоматів та ін.) для класів еквівалентних регулярних 

виразів на сьогодні не існує поняття канонічної форми, що істотно ускладнює 

розв’язання проблеми перевірки рівносильності для регулярних виразів. 
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Очевидно, що будь-яка подія {xi1xi2…xik}, що складається з одного слова в 

алфавіті X*, регулярна, оскільки вираз {xi1}{xi2}…{xik}, що зображує цю подію, 

регулярний. Більш того, будь-яка скінченна подія P = {w1, w2, …, wt} є 

регулярною, і її можна задати виразом {w1}È{w2}È … È{wt}. Регулярною є 

також загальна подія X*, оскільки X* = ({x1}È{x2}È … È{xm})*. 

Зауважимо, що для зручності та компактності запису регулярних виразів часто 

випускають фігурні дужки в позначеннях елементарних подій і замість подій 

(множин) {xi} записують просто xi, i = 1, 2, …, m, а замість {e} – e. Іноді для 

більшої коректності замість {xi} пишуть xi або  xi. 

Приклад  19а.  1. Довести такі рівносильні співвідношення для регулярних 

виразів: 

(а) (a È b)*ab(a È b)* È b*a* = (a È b)*;  

(б) (ab)*a = a(ba)*;  

(в) (aa)*(e È a) = a*.  

Позначимо подію, яку задає регулярний вираз у лівій частині рівності, через 

P1, а подію правої частини – через P2.  

(а) P2 – це множина всіх слів в алфавіті {a, b}, тому P1 Í P2.  

Нехай wÎP2.  

Розглянемо два випадки:  

слово w містить підслово ab і  

протилежну ситуацію – слово w не містить підслово ab.  

У першому випадку w = w1abw2, де w1, w2Î{a, b}* = P2,  

           а в другому – w = bkal, k, l = 0, 1, 2, ..., тобто wÎ{b}*{a}*.  

Отже, P2 Í P1, тому P1 = P2.  

(б) wÎP1 Û w = (ab)ka, k = 0, 1, 2, ... Û w = a(ba)k, k = 0, 1, 2, ... Û wÎP2. 

(в) P1 = P2, бо будь-яке слово з P1 і P2 має вигляд ak, k = 0, 1, 2, .... 

2. Довести чи спростувати твердження про рівносильність таких регулярних 

виразів: 

(а) (ab È a)*a = a(ba È a)*;  
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(б) (ab È a)*ab = (aa*b)*;  

(в) (a È b)*b = (a*b)*;  

(г) b(ab È b)*a = aa*b(aa*b)*. 

 

Позначимо, як й у попередньому прикладі, подію, яку задає вираз у лівій 

частині, через P1, а подію правої частини – через P2.  

(а) P1 = P2, бо wÎP1 Û w = (ab)k1am1(ab)k2am2...akn(ab)mna, ki, mi = 0, 1, 2, ...; 

i = 1, 2, ..., n Û w = a(ba)k1am1(ba)k2am2...(ba)mn, ki, mi = 0, 1, 2, ...; i = 1, 2, ..., n Û Û 

wÎP2.  

Нижче наведено схему, за якою певне слово з P1 перетворюється у слово з P2. 

(ab)3a2(ab)2a3(ab)3a  = ababab|aa|abab|aaa|ababab|a =  a(ba)3a2(ba)2a3(ba)3 

(б) P1 ¹ P2, бо eÏP1 і eÎP2.  

(в) Див. (б).  

(г) P1 ¹ P2, бо baÎP1 і baÏP2 ◄. 

 

9. Задачі і вправи 

1. Нехай P, Q, R і S – події в алфавіті X. Довести, що коли P Í R і Q Í S, то 

PQ Í RS. Чи правильним є обернене твердження? 

2. Визначити всі можливі події P і Q в алфавіті {0, 1}, для яких 

PQ = {01, 010, 0101, 0111, 01000, 010111}. 

3. Довести, що для скінченних подій P і Q виконується нерівність 

(а) |P È Q| £ |P| + |Q|;  (б) |PQ| £ |P||Q|. 

Для яких P і Q має місце рівність? 

4. Виписати всі слова події P*, довжина яких не перевищує k: 

(а) P = {ab, b}, k = 5;  

(б) P = {a, ab, ba}, k = 7;  

(в) P = {aa, aba, baa}, k = 9. 

5. Скільки слів довжини k містить подія, задана регулярним виразом r. 
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(а) r = (a È b)*, k = 3;  (в) r = (a È b)*, k = n; 

(б) r = (aa È b)*, 3 £ k < 7; (г) r = (aa È b)*, k = n? 

6. Навести приклад такої події P, що подія P* містить 

(а) шестибуквених слів не менше, ніж семибуквених; 

(б) шестибуквених слів не менше, ніж восьмибуквених. 

Чи існує подія P, для якої P* містить шестибуквених слів не менше, ніж 

дванадцятибуквених? 

7. Довести, що коли P Í Q, то P* Í Q*. 

8. Нехай P = {aa, ba} і Q = {aa, ba, aaaa}. Довести, що P* = Q*. 

9. Нехай P = {aa, ba} і Q = {aa, ba, aaa}. Довести, що P* ¹ Q* і P* Ì Q*. 

10. Навести приклад таких подій P і Q, що  

(а) PÌQ, однак P* = Q*;   

(б) P* = Q*, однак P Ë Q (символ Ë позначає, що не виконується жодне зі 

співвідношень É, Ê, Ì, Í, =). 

11. Нехай X – довільний алфавіт. Чи існує нетривіальна подія P в алфавіті X 

(P ¹ Æ, P ¹ X*), для якої виконується таке співвідношення: 

(а) Pn = P для всіх  nÎN; (б) P* = P? 

12. Нехай для непорожньої події P виконується рівність P2 = P. Довести, що 

(а) eÎP;       (б) P* = P. 

13. Навести приклад подій P і Q, для яких події (P È Q)* і P* È Q* не 

збігаються. Що можна сказати про події P і Q, якщо виконується рівність 

(P È Q)* = P* È Q*? 

14. Побудувати подію P, для якої P* містить усі слова в алфавіті X = {a, b}, 

довжини яких кратні 3, і тільки такі слова. 

15. Довести, що подія P* замкнена відносно операції конкатенації, тобто для 

довільних слів  p, qÎP* виконується pqÎP*. 

16. Нехай Q – подія, замкнена відносно конкатенації, і P Í Q. Довести, що 

P +  Í Q. 
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17. Позначимо через [P] замикання події P відносно операції конкатенації 

(див. розд. 2.5). Довести, що [P] = P + . 

18. Довести, що P +  є найменшою множиною, яка містить P і замкнена 

відносно конкатенації. 

19. Визначити, якою є найменша множина, замкнена відносно конкатенації, 

що містить події P і Q. 

20. Написати регулярний вираз в алфавіті X = {0, 1}, який задає подію, що 

складається з усіх слів таких і тільки таких,  

(а) у яких кількість символів 0 кратна 3; 

(б) які містять рівно 3 символи 1; 

(в) які закінчуються на 00 або на 11; 

(г) які містять 00 або 11 тільки один раз; 

(д) які не містять підслова 111; 

(е)  які містять парну кількість 1;  

(є) у яких сьомим символом є 0; 

(ж) у яких третім символом від кінця є 1; 

(з) у яких жодні дві 1 або жодні два 0 не стоять поруч; 

(и) у яких нулі утворюють підслова парної довжини. 

21. Довести справедливість рівносильних співвідношень (11) для виразів у 

алгебрі E. 

22. Описати словами подію, задану таким регулярним виразом: 

(а) a(a È b)*; 

(б) (aa È ab È ba È bb)*; 

(в) (aa È bb È (ab È ba)(aa È bb)*(ab È ba))*; 

(г) (a È b)*a(e È bbb); 

(д) (a(a È bb)*)*; 

(е) (a(aa)*b(bb)*)*; 

(є) (b(bb)*)*(a(aa)*b(bb)*)*; 

(ж) ((a È b)a)*. 
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23. Побудувати скінченний автомат, що “відшуковує” у вхідному тексті (слові) 

певний фрагмент. Наприклад, автомат, що переходить у заключний стан, якщо 

вхідне слово в алфавіті X = {a, b} містить підслово abba. 

24. Довести такі рівносильні співвідношення для регулярних виразів: 

(а) (a È b)*ab(a È b)* È b*a* = (a È b)*;  

(б) (ab)*a = a(ba)*;     

(в) (a* È b)* = (a È b)*;     

(г) (a*b)*a* = a*(ba*)*;     

(д) ((a È bb)*aa)* = e È (a È bb)*aa; 

(е) (aa)*(e È a) = a*;  

(є)  (a*bbb)*a* = a*(bbba*)*; 

(ж) a(ba È a)*b = aa*b(aa*b)*. 

25. Довести чи спростувати твердження про рівносильність таких регулярних 

виразів: 

(а) (ab È a)*a = a(ba È a)*;  

(б) (ab È a)*ab = (aa*b)*;  

(в) (a È b)*b = (a*b)*;  

(г) b(ab È b)*a = aa*b(aa*b)*; 

(д) (a È b)* = a*(ba*)*; 

(е) a(a È b)* È b(a È b)* È e = (a È b)*. 
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11. Події і джерела 

Розглянемо спосіб задання подій за допомогою так званих відмічених 

орієнтованих мультиграфів, або джерел. 

Граф називається відміченим, якщо його ребрам поставлено у відповідність 

символи з якогось алфавіту X. Нагадаємо, що граф називається мультиграфом, 

якщо пари його вершин можна з’єднувати більш ніж одним ребром; ці ребра 

називають кратними. Крім того, вважатимемо, що мультиграф може містити 

петлі.  

Як було відзначено вище, у графі ініціального автомата без виходів подія, 

зображувана цим автоматом, складається з усіх вхідних слів, відповідні шляхи 

яких у графі автомата ведуть із вершини, що відповідає початковому стану, у 

вершини, які відповідають заключним станам. Аналогічно, для задання множин 

слів (подій) можна використовувати відмічені орієнтовані мультиграфи певного 

виду, які будемо називати джерелами. 

Джерелом над алфавітом X називається відмічений орієнтований мультиграф, 

в якому: 

1) виділено початкові та заключні вершини (вершина може бути одночасно і 

початковою, і заключною); 

2) кожну дугу позначено або символом з алфавіту X, або порожнім символом 

e (такі дуги називають порожніми). 

Кожне джерело D однозначно визначає певну подію P в алфавіті X, яка 

складається зі слів у цьому алфавіті, що відповідають усім шляхам, які ведуть із 

початкових вершин у заключні. Якщо шлях містить порожню дугу, то йому 

відповідає слово p1ep2 = p1p2. Кажуть, що джерело D зображує подію P. 

Джерела називаються рівносильними (еквівалентними), якщо вони 

зображують ту саму подію. 

Очевидно, що граф ініціального автомата без виходів – це окремий випадок 

джерела. 
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Для довільного джерела D існує рівносильне йому так зване двополюсне 

джерело D0, яке має тільки одну початкову й одну заключну вершини.  

Джерело D0 можна одержати з D так.  

Якщо D має декілька початкових вершин, то в D0 потрібно ввести нову 

вершину v0, оголосити її єдиною початковою вершиною джерела D0 і з’єднати з 

усіма початковими вершинами джерела D порожніми дугами.  

Аналогічно, якщо D має декілька заключних вершин, то в D0 слід увести нову 

вершину vF, оголосити її єдиною заключною вершиною джерела D0 та з усіх 

заключних вершин джерела D провести порожні дуги у вершину vF. 

Теорема 9. Для будь-якої регулярної події P існує двополюсне джерело, 

яке її зображує. 

Доведення. Теорему можна довести індукцією за означенням регулярної події. 

1. База індукції. Елементарна подія зображується джерелом, що складається з 

двох вершин – початкової і заключної – і дуги між ними, яку відмічено символом 

цієї події: xiÎX, i = 1, 2, .., m або e. 

2. Крок індукції. Припустімо, що побудовано двополюсні джерела D1 і D2, які 

зображують відповідно регулярні події P1 і P2; початкові вершини D1 і D2 – v0(1) і 

v0(2), а заключні – vF(1) і vF(2) відповідно. Тоді джерело D з початковою вершиною 

v0 і заключною вершиною vF, яке зображує подію P – результат регулярної 

операції над подіями P1 і P2, можна побудувати як зображено на рис. 14. 

1) Для P = P1 È P2 джерело D будемо називати «паралельним з’єднанням» D1 

і D2 (рис. 14, а). Воно складається з джерел D1 і D2 та нових вершин v0 і vF : із 

вершини v0 потрібно провести порожні дуги в v0(1) і v0(2), а з vF(1) і vF(2) – порожні 

дуги у вершину vF. 

2) Для P = P1P2 джерело D будуємо «послідовним з’єднанням» D1 і D2 

(рис. 14, б). Із вершини vF(1) проводимо порожню дугу у v0(2). Для джерела D 

початковою вершиною v0 оголосимо v0(1), а заключною вершиною vF – вершину 

vF(2). 
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3) Якщо P = P1*, то для побудови джерела D проведемо в D1 порожню дугу з 

vF(1) у v0(1) (рис. 14, в). Вершину v0(1) оголосимо одночасно початковою v0 і 

заключною vF вершиною джерела D. 

 
                 а                                           б                                      в 

Рис. 14 

Доведення того, що побудовані таким чином джерела зображують відповідні 

події, нескладні. 

Нехай P = P1P2 і wÎP. Тоді w = w1w2, де w1ÎP1 і w2ÎP2. Оскільки джерело D1 

зображує подію P1 і D2 зображує P2, то в D1 існує шлях із вершини v0(1) у vF(1), що 

відповідає слову w1, а в D2 існує шлях із v0(2) у vF(2), що відповідає w2. Тоді за 

побудовою в D існує шлях із v0 = v0(1) у vF = vF(2), що відповідає слову 

w = w1ew2 = w1w2. Отже, джерело D зображує всі слова події P. 

I навпаки, будь-який шлях із вершини v0 у vF у джерелі D, якому відповідає 

слово w, проходить через вершини vF(1) і v0(2). Отже, слово w має вигляд w1w2, де 

w1 – слово, що відповідає шляху з v0(1) у vF(1), а w2 – слово, що відповідає шляху з 

v0(2) у vF(2). Тобто w1ÎP1 і w2ÎP2. Таким чином, всі слова, які зображує джерело 

D, належать події P. 

Доведення для результатів двох інших регулярних операцій – об’єднання та 

ітерації – аналогічні. Теорему доведено. ■ 

В усіх попередніх побудовах було застосовано операцію додавання до джерел 

нових вершин і нових дуг. Користуючись означенням рівносильності для 

джерел, можна виконувати в деякому розумінні обернені рівносильні 

перетворення – «спрощення» джерел шляхом вилучення певних дуг і вершин.  
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Зазначимо деякі очевидні рівносильні перетворення для джерел: 

1) вилучення недосяжних вершин разом з усіма дугами, що входять у ці 

вершини і виходять із них (недосяжною вершиною називається вершина джерела, 

в яку не веде жоден шлях із початкових вершин); 

2) вилучення тупикових вершин разом з усіма дугами, що входять у ці 

вершини і виходять із них (тупиковою називають вершину джерела, з якої немає 

жодного шляху в заключні вершини); 

3) вилучення (стягування) деяких порожніх дуг разом з ототожненням 

(«склеюванням») вершин, які з’єднували ці дуги, тощо. 

 

10. Задачі і вправи 

1. Виконати повне доведення того, що побудовані за алгоритмом теореми 9 

джерела зображують відповідні події. 

2. Побудувати джерело, що зображує таку подію: 

(а) множина таких слів у алфавіті {0, 1, 2, …, 9}, що остання цифра слова ніде 

в ньому більше не зустрічається; 

(б) множина слів у алфавіті {0, 1}, в яких рівно два символи 0 і кількість 

одиниць, що їх розділяють, кратна 4 (зокрема, вона може дорівнювати 0); 

(в) множина слів у алфавіті {0, 1}, в яких серед останніх семи символів є 

принаймні одна 1. 

3. Побудувати джерело, що зображує подію P, задану регулярним виразом: 

(а) ab* È b(ab)*(a È b*);   (б) (a È b*ab)*(ba È a)*b;    (в) a*(a È b*)* È ba*.  

4. Довести, що всі наведені в розділі перетворення для “спрощення” джерел 

рівносильні. Доповнити цей список правилами для вилучення деяких порожніх 

дуг. 

5. Для всіх джерел із рис. 14 виконаємо стягування порожніх дуг (див. розд. 

4.10). Довести чи спростувати твердження, що ці перетворення рівносильні. 
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6. Назвемо інверсією (або транспозицією) мови L мову L – 1, що складається з 

усіх слів мови L, порядок символів у яких змінено на протилежний. Наприклад, 

для L = {a, aab, abbaa} маємо L – 1 = {a, baa, aabba}. Довести, що  

(а) коли існує скінченний автомат, що зображує L, то існує джерело, яке 

зображує L – 1; 

(б) коли існує джерело, що зображує L, то існує й джерело, яке зображує L – 1. 

 

 

12. Синтез автоматів-розпізнавачів 

Оскільки граф будь-якого ініціального скінченного автомата без виходів – це 

окремий випадок джерела, то будь-яка подія, зображувана в автоматі, 

зображувана також деяким джерелом. Обернене твердження не є очевидним, 

тому що не кожне джерело є графом скінченного автомата. 

Джерело, яке можна інтерпретувати як граф якогось ініціального скінченного 

автомата без виходів, тобто таке, що має єдину початкову вершину, не містить 

порожніх дуг і з кожної вершини якого виходить рівно m дуг, позначених 

символами x1, x2, …, xm алфавіту X, будемо називати детермінованим 

джерелом. 

Наприклад, джерело D, яке зображує задану регулярну подію і побудоване за 

методом теореми 8, навіть після застосування до нього зазначених рівносильних 

перетворень, узагалі кажучи, не буде детермінованим джерелом. 

Наступна теорема пропонує метод перетворення джерела D в рівносильне 

йому детерміноване джерело. 

Теорема  10 (про детермінізацію джерела). Для довільного джерела D з n 

вершинами існує рівносильне йому детерміноване джерело D¢, яке має не більше 

ніж 2n вершин. 

Доведення. Множину W Í V вершин джерела D назвемо замкненою, якщо з 

того, що vÎW та існує порожня дуга з v у v¢, випливає, що v¢ÎW. Очевидно, що 

для джерела без порожніх дуг будь-яка підмножина множини його вершин 
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замкнена. Позначимо через Q0 найменшу замкнену множину вершин джерела D, 

яка містить усі початкові вершини D. 

Шукане детерміноване джерело D¢  будуємо так. 

Утворимо всі замкнені підмножини Qi множини V вершин джерела D (їх 

кількість не перевищує 2n – кількості елементів булеана b(V)) і кожній такій 

підмножині поставимо у відповідність вершину D¢. Початковою вершиною D¢ 

оголосимо Q0, а заключними вершинами D¢ – усі ті підмножини Qi, які містять 

принаймні одну заключну вершину джерела D. 

Утворивши вершини джерела D¢, визначимо його дуги. 

Якщо Qj – найменша замкнена множина, що містить усі вершини, в які з 

вершин множини Qi в джерелі D ведуть дуги з відміткою xlÎX, то в джерелі D¢ 

проведемо дугу з Qi в Qj і позначимо її символом xl. Якщо ж з усіх вершин 

множини Qi в джерелі D не виходить жодної дуги з відміткою xl, то в D¢ 

проведемо дугу з відміткою xl з вершини Qi у вершину Æ, яка відповідає 

порожній підмножині множини вершин V. Отже, у джерелі D¢ для кожної 

вершини Qi і кожного символу xl алфавіту X існує рівно одна дуга, що виходить 

із Qi, тому D¢ – детерміноване джерело. Інакше кажучи, D¢ – граф ініціального 

скінченного автомата без виходів A = (X, U, d, Q0, F). Описана процедура 

побудови дуг у D¢ визначає функцію переходів автомата A: d(Qi, xl) = Qj. 

Доведемо, що джерела D і D¢ рівносильні, отже, зображують ту саму подію. 

Позначимо через P і P¢ події, зображувані джерелами D і D¢ відповідно. 

Для джерел D і D¢ має місце така властивість: у джерелі D¢ d(Q0, w) = Qj для 

wÎX* тоді й тільки тоді, коли в D для довільної вершини vÎQj існує початкова 

вершина джерела D zÎQ0, з якої веде шлях у v, що відповідає слову w. 

Доведення необхідної та достатньої умов цієї властивості проведемо 

індукцією за довжиною слова w. 

1). Якщо w = e, то з умови замкненості маємо d(Q0, e) = Qj = Q0. 
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Якщо w = xlÎX, то зазначена властивість виконується згідно з правилом 

побудови дуг у джерелі D¢ (або згідно з означенням функції переходів d 

відповідного автомата A). 

2). Припустімо, що властивість виконується для всіх вхідних слів довжини k і 

wÎX k. Нехай у джерелі D¢ d(Q0, wxl) = Qj. Якщо d(Q0, w) = Qi, то d(Qi, xl) = Qj. 

Згідно з припущенням у джерелі D для довільної вершини vÎQi існує шлях із 

якоїсь початкової вершини zÎQ0 у вершину v, що відповідає слову w. За 

правилом побудови з того, що у джерелі D¢ існує дуга з Qi у Qj з відміткою xl 

випливає, що в D для довільної вершини qÎQj знайдеться вершина rÎQi, з якої 

веде дуга в q з відміткою xl. Отже, у джерелі D є шлях, що відповідає слову wxl і 

веде з якоїсь початкової вершини zÎQ0 у вершину qÎQj. 

Аналогічно доведемо обернене твердження. 

1). Якщо в D для довільної вершини v з множини Qj існує дуга з відміткою xl, 

яка веде з якоїсь початкової вершини zÎQ0 у v, то за побудовою в D¢ маємо 

d(Q0, xl) = Qj. 

2). Припустімо, що зазначена властивість виконується для всіх вхідних слів 

довжини k. 

Нехай у джерелі D для всіх вершин qÎQt існує початкова вершина zÎQ0, з якої 

в q веде шлях, що відповідає слову wxlÎX k + 1. Розглянемо множину вершин Qj, в 

які слово wÎX k переводить у джерелі D з вершини z. Із припущення індукції 

маємо в D¢ рівність d(Q0, w) = Qj. Водночас для вершин множини Qj існують дуги 

з відміткою xl, які ведуть у всі вершини множини Qt. Це означає, що в джерелі D¢ 

виконується рівність d(Qj, xl) = Qt. Остаточно маємо d(Q0, wxl) = Qt. 

Із доведеної властивості й означення множини F заключних станів джерела D¢ 

випливає, що wÎP¢ тоді й тільки тоді, коли wÎP. Отже, P¢ = P. Теорему 

доведено. ■ 

З теорем 9 і 10 безпосередньо випливає одна з найважливіших теорем теорії 

автоматів, яку вперше довів С.-К. Кліні. 
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Теорема 11 (синтезу). Для будь-якої регулярної події P існує скінченний 

автомат, який її зображує. 

Побудова (синтез) шуканого автомата починається з побудови джерела D, яке 

зображує подію P, за методом, запропонованим у теоремі  9. Відтак джерело D 

потрібно детермінувати за допомогою процедури, описаної в доведенні теореми 

10. На будь-якому з цих кроків можна застосувати зазначені вище рівносильні 

перетворення для можливого спрощення джерела. У результаті синтезований 

автомат може мати менше ніж 2n станів. ■ 

Приклад  18. Побудуємо скінченний автомат, який зображує регулярну 

подію P, задану таким регулярним виразом: 

({x1}{x2}* È {x3})({x1} È {x2}{x3})*{x2}{x1}*. 

Спочатку будуємо джерело D, що зображує подію P, за методом теореми 9 

(рис. 15). При цьому деякі “зайві” порожні дуги вилучено. Вершина 1 є 

початковою, а вершина 8 – заключною. 

 

Рис. 15 

 

Відтак побудоване джерело детермінуємо згідно з алгоритмом теореми 10. 

При цьому розглядаємо тільки ті підмножини вершин джерела D, які досяжні з 

початкової вершини {1}. 
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Таблицю функції переходів d детермінованого джерела D¢, вершинами якого є 

підмножини вершин джерела D, подано на рис. 16, а. Оскільки така таблиця в 

процесі її побудови “росте” внаслідок збільшення кількості станів, то зручно 

поміняти в ній місцями рядки і стовпчики. Після позначення отриманих 

підмножин символами з алфавіту U = {a1, a2, …, as} таблиця переходів для D¢ 

набирає звичайного вигляду таблиці переходів ініціального скінченного 

автомата без виходів A = (X, U, d, a1, F) (рис. 16, б). Множина заключних станів 

автомата A складається з тих станів (підмножин), які містять заключну вершину 

8 джерела D, тобто F = {a5, a6, a7, a9}. 

d x1 x2 x3  d x1 x2 x3 

{1} {2, 4} Æ {3, 4}  a1 a2 a10 a3 

{2, 4} {4, 5, 7} {2, 4, 6, 8} Æ  a2 a4 a5 a10 

{3, 4} {4, 5, 7} {6, 8} Æ  a3 a4 a6 a10 

{4, 5, 7} {4, 5, 7} {6, 8} Æ  a4 a4 a6 a10 

{2, 4, 6, 8} {4, 5, 7, 8} {2, 4, 6, 8} {4, 7}  a5 a7 a5 a8 

{6, 8} {8} Æ {4, 7}  a6 a9 a10 a8 

{4, 5, 7, 8} {4, 5, 7, 8} {6, 8} Æ  a7 a7 a6 a10 

{4, 7} {4, 5, 7} {6, 8} Æ  a8 a4 a6 a10 

{8} {8} Æ Æ  a9 a9 a10 a10 

Æ Æ Æ Æ  a10 a10 a10 a10 

                                      а                                                   б 

Рис. 16 ◄ 

11. Задачі і вправи 

1. Побудувати скінченний автомат, що зображує подію P, задану регулярним 

виразом: 

(а) ab* È b(ab)*(a È ba*);  (в) a*(a È b*)* È (ba* È ab);  

(б) ((a È b)* È ab*)*(ba È a)*b;  (г) a*(a È c*)* È (ba* È ca)b*. 
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2. Побудувавши відповідні скінченні автомати, перевірити рівність подій P1 і 

P2, заданих регулярними виразами r1 і r2: 

(а) r1 = a*b È (ab)*a,   r2 = bab* È a*b;   

(б) r1 = (a È b)*a(a È b)*b(a È b)*,  r2 = (a È b)*ab(a È b)*. 

3. Нехай джерело D зображує подію P і eÏP.  Як побудувати нове джерело D¢,  

що зображує подію P È {e}?  

4. Нехай джерело D зображує подію P в алфавіті {0, 1} і 01ÏP.  Як побудувати 

нове джерело D¢,  що зображує подію P È {01}?  

5. Побудувати джерело з n + 1 вершиною, що зображує подію P, яка 

складається з усіх слів у алфавіті X = {0, 1}, n-й символ від кінця в яких – 1.   

6. Довести, що детерміноване джерело, рівносильне джерелу з попереднього 

прикладу, має щонайменше 2n станів. 

7.  Довести, що коли існує скінченний автомат, що зображує подію P, то існує 

деякий скінченний автомат, який зображує інверсію P – 1 цієї події.  

8. Скільки існує попарно нерівносильних детермінованих джерел з двома 

вершинами в алфавіті B = {0, 1}? 
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13. Аналіз автоматів-розпізнавачів 

Перейдемо до дослідження проблеми, яку можна вважати протилежною до 

розглянутої в попередньому розділі, – проблеми аналізу, тобто опису подій, 

зображуваних заданим скінченним автоматом без виходів.  

Виявляється (і це також уперше довів С.-К. Кліні), що події, зображувані в 

скінченних автоматах, регулярні.  

Наступна теорема містить доведення сформульованого твердження й 

алгоритм Мак-Нотона–Ямади побудови відповідного регулярного виразу для 

події, зображуваної заданим скінченним автоматом. 

Теорема 12 (аналізу). Будь-яка подія, зображувана в скінченному автоматі, 

регулярна. 

Доведення. Опишемо індуктивну процедуру побудови регулярного виразу для 

події, зображуваної в заданому скінченному автоматі A = (X, U, d, a1, F), 

U = {a1, a2, …, as}. 

Для довільного вхідного слова wÎX* назвемо проміжними стани d(ai, hl(w)), 

l = 1, 2, …, |w| – 1. 

Позначимо через Pij(k) подію, що складається з усіх вхідних слів w, які 

переводять автомат A зі стану ai в стан aj і таких, що проміжними станами для 

слова w можуть бути тільки стани з індексами, не більшими від k, тобто тільки 

стани з множини {a1, a2, …, ak}. 

Доведемо, що Pij(k) – регулярна подія для всіх i, j = 1, 2, …, s і k = 0, 1, 2, …, s.  

Доведення проведемо індукцією за значенням k. 

1). Для k = 0 подія Pij(0) складається з усіх слів, які переводять автомат з ai в aj і 

не мають проміжних станів. Очевидно, що такими вхідними словами є або 

скінченна множина вхідних сигналів {xl1, xl2, …, xlr} таких, що d(ai, xlt) = aj, 

t = 1, 2, …, r, або порожня множина Æ. Якщо i = j, то eÎPij(0). Отже, Pij(0) – 

регулярна подія. Регулярний вираз для Pij(0) можна одержати безпосередньо з 

таблиці переходів автомата A (i, j = 1, 2, …, s). 
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2). Припустімо, що події Pij(k) регулярні для всіх k = 0, 1, …, t – 1 і 

i, j = 1, 2, …, s. Доведемо, що 

Pij(t) = Pij(t – 1) È Pit(t – 1)(Ptt(t – 1))*Ptj(t – 1)                                             (12) 

Нехай wÎPij(t – 1) È Pit(t – 1)(Ptt(t – 1))*Ptj(t – 1).  

Якщо wÎPij(t – 1), то wÎPij(t).  

Якщо ж wÎPit(t – 1)(Ptt(t – 1))*Ptj(t – 1), то слово w можна зобразити у вигляді 

w = w1w2w3, де w1ÎPit(t – 1), w2Î(Ptt(t – 1))* і w3ÎPtj(t – 1). Таким чином, слово w 

переводить автомат A зі стану ai в стан aj у три етапи: спочатку з ai в at, відтак з 

at в at і, нарешті, з at в aj. Для кожного з трьох слів w1, w2 і w3 проміжними є тільки 

стани з індексами, які не перевищують t – 1.  

Отже, wÎPij(t), і ми довели, що подія з правої частини співвідношення (12) 

включається в подію з лівої частини. 

Навпаки, нехай wÎPij(t). Якщо при переведенні автомата A зі стану ai в стан aj 

серед проміжних станів слова w немає стану at, то wÎPij(t – 1). Якщо ж при цьому 

переході використано стан at, то процедуру переведення автомата A зі стану ai у 

стан aj можна розбити на три етапи. Спочатку автомат A під дією вхідного слова 

w1 переходить зі стану ai у стан at, використовуючи як проміжні лише стани з 

множини {a1, a2, …, at – 1}. Відтак автомат A під дією слів w2(1), w2(2), …, w2(r), … 

може кілька разів переходити з at в at, знову не використовуючи станів з 

індексами, що перевищують t – 1.  

І нарешті, під дією слова w3 відбувається перехід з at в aj, при цьому знову з 

використанням тільки проміжних станів із множини {a1, a2, …, at – 1}.  

Очевидно, що w1ÎPit(t – 1) і w3ÎPtj(t – 1), а всі слова (зокрема, порожнє слово e), 

які реалізують другий етап переходу, належать множині (Ptt(t – 1))*.  

Отже, wÎPit(t – 1)(Ptt(t – 1))*Ptj(t – 1), і ми довели обернене включення для 

співвідношення (12), а значить, довели й справедливість формули (12). 

Із припущення індукції про регулярність подій Pij(t – 1), Pit(t – 1),  Ptt(t – 1) і Ptj(t – 1) та 

формули (12), всі операції якої регулярні, випливає справедливість твердження 

про регулярність події Pij(t). 
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Якщо F = {aj1, aj2, …, ajl}, то подію P, зображувану автоматом A, можна 

записати у вигляді P = P1j1
(s) È P1j2

(s) È … È P1jl
(s) (s – кількість станів автомата 

A). Із регулярності подій P1jr
(s), r = 1, 2, …, l, і регулярності операцій наведеного 

виразу випливає регулярність події P. 

Теорему доведено. ■ 

Доведення цієї теореми по суті є алгоритмом аналізу, тобто рекурентною 

процедурою побудови шуканого регулярного виразу, що задає подію P, 

зображувану в заданому скінченному автоматі A. 

Приклад  19. Продемонструємо алгоритм Мак-Нотона–Ямади побудови 

регулярного виразу для події P, зображуваної в автоматі A, граф якого подано на 

рис. 17. Заключні стани автомата A – a2 і a3, s = 3. 

 

Рис. 17 

Обчислимо подію P12(3) È P13(3).  Маємо 

P11(0) = e È x1,  P12(0) = Æ,   P13(0) = x2,  

P21(0) = x2,    P22(0) = e,   P23(0) = x1,  

P31(0) = Æ,    P32(0) = x1,   P33(0) = e È x2. 

Одержавши вирази для всіх подій Pij(0), i, j = 1, 2, 3, будуємо вирази для Pij(1), 

i, j = 1, 2, 3, за допомогою формули (12). Деякі з цих виразів спрощуємо, 

користуючись тотожностями (11). 

P11(1) = e È x1 È (e È x1)(e È x1)*(e È x1) = (x1)*,  

P12(1) = Æ È (e È x1)(e È x1)*Æ = Æ,  
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P13(1) = x2 È (e È x1)(e È x1)*x2 = (e È ((e È x1)(e È x1)*)x2 = 

= (e È x1)*x2 = (x1)*x2, 

P21(1) = x2 È x2(e È x1)*(e È x1) = x2(x1)*,  

P22(1) = e È x2(e È x1)*Æ = e,  

P23(1) = x1 È x2(e È x1)*x2 = x1 È x2(x1)*x2,  

P31(1) = Æ È Æ(e È x1)*(e È x1) = Æ,  

P32(1) = x1 È Æ(e È x1)*Æ = x1,  

P33(1) = e È x2 È Æ(e È x1)*x2 = e È x2. 

Далі 

P11(2) = (x1)* È Æ(e)*x2(x1)* = (x1)*,  

P12(2) = Æ È Æ(e)*e = Æ,  

P13(2) = (x1)*x2 È Æ(e)*(x1 È x2(x1)*x2) = (x1)*x2,  

P21(2) = x2(x1)* È e(e)*x2(x1)* = x2(x1)*,  

P22(2) = e È e(e)*e = e,  

P23(2) = x1 È x2(x1)*x2 È e(e)*(x1 È x2(x1)*x2) = x1 È x2(x1)*x2,  

P31(2) = Æ È x1(e)*x2(x1)* = x1x2(x1)*,  

P32(2) = x1 È x1(e)*e = x1,  

P33(2) = e È x2 È x1(e)*(x1 È x2(x1)*x2) = e È x2 È x1x1 È x1x2(x1)*x2. 

Нарешті, маємо 

P12(3) = Æ È (x1)*x2(e È x2 È x1x1 È x1x2(x1)*x2)x1 = 

= (x1)*x2(x2 È x1x1 È x1x2(x1)*x2)*x1,  

P13(3) = (x1)*x2 È (x1)*x2(e È x2 È x1x1 È x1x2(x1)*x2)*(e È x2 È x1x1 È 

È x1x2(x1)*x2) = (x1)*x2(x2 È x1x1 È x1x2(x1)*x2)*. 

Отже, подію P, зображувану автоматом A, можна задати регулярним виразом 

(x1)*x2(x2 È x1x1 È x1x2(x1)*x2)*(e È x1). ◄ 
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Наведений та інші алгоритми аналізу скінченних автоматів приводять, узагалі 

кажучи, до досить складних і громіздких регулярних виразів. Ці вирази можна 

певною мірою спростити за допомогою рівносильних перетворень (11). 

Зауважимо, що в алгебрі регулярних подій існує алгоритм для перевірки 

рівносильності будь-яких двох регулярних виразів r1 і r2. Спочатку, 

користуючись алгоритмом синтезу, потрібно побудувати автомати A1 і A2, які 

зображують події, задані виразами r1 і r2. Відтак, мінімізувавши автомати A1 і A2 

й порівнявши відповідні мінімальні автомати (канонічні форми автоматів A1 і A2), 

можна підтвердити чи відкинути припущення про рівносильність заданих 

регулярних виразів. 

Однак в алгебрі регулярних подій досі немає нетривіальних методів пошуку 

мінімального (оптимального) регулярного виразу рівносильного даному, істотно 

відмінних від тривіального методу повного перебору, який ґрунтується на 

сформульованому алгоритмі перевірки рівносильності регулярних виразів. 

Отже, метод мінімізації регулярних виразів у принципі існує, однак він настільки 

складний і громіздкий, що вести мову про його практичне застосування 

нереально. 

Відзначимо також, що існують різні критерії оцінки оптимальності регулярних 

виразів. Основні з них – це циклічна глибина регулярного виразу та його 

довжина. Під циклічною глибиною розуміють максимальну кількість вкладених 

одна в одну пар ітераційних дужок ()*,використовуваних для позначення 

операції ітерації. Довжиною регулярного виразу вважають кількість його 

операндів. Розробляються евристичні алгоритми аналізу, які дають змогу для 

переважної більшості скінченних автоматів одержувати відповідні регулярні 

вирази, що мало відрізняються від оптимальних. 

Як наслідок двох останніх теорем 11 і 12 справедлива така центральна теорема 

теорії автоматів. 

Теорема  13 (Кліні). Подія P зображувана в скінченному автоматі тоді й 

тільки тоді, коли вона регулярна. ■ 
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Теорема Кліні визначає ту центральну роль, яку відіграють регулярні події і 

відповідні регулярні вирази в теорії автоматів. Глибше й детальніше 

досліджують властивості введеної алгебри регулярних подій 

ER = <R, { È , ×, *}>, розробляють різні критерії, що дають змогу визначати, чи 

належить певна подія до класу регулярних подій тощо. 

Зокрема, виявляється, що множина регулярних подій R замкнена також 

відносно теоретико-множинних операцій доповнення і перетину. Справді, якщо 

подію P зображує скінченний автомат A = (X, U, d, a1, F), то подію  = X*\P 

зображує скінченний автомат A¢ = (X, U, d, a1, U \F), в якому множину 

заключних станів утворюють ті й тільки ті стани множини U, які не є заключними 

в автоматі A. 

Відтак, якщо події P1 і P2 регулярні, то зі співвідношення P1 Ç P2 =  та 

замкненості множини регулярних подій відносно операцій доповнення й 

об’єднання випливає регулярність події P1 Ç P2. Наведене співвідношення задає 

також метод, за допомогою якого, виходячи з джерел D1 і D2, що зображують 

події P1 і P2, можна побудувати шукане джерело D, яке зображує регулярну 

подію P1 Ç P2. Детермінізувавши джерело D, можна одержати відповідний 

скінченний автомат. 

Наведені факти дають змогу розширити сигнатуру алгебри ER, додаючи до неї 

операції доповнення та перетину. Існують й інші операції, щодо яких є 

замкненою множина регулярних подій R (наприклад, різниця, симетрична 

різниця, декартів добуток та ін.). 

Із замкненості множини регулярних подій R відносно теоретико-множинних 

операцій об’єднання È, перетину Ç і доповнення  —  випливає, зокрема, що 

алгебра <R, {È, Ç, —, Æ, X*}> є булевою алгеброю регулярних подій в алфавіті 

X. 

Цікавою, непростою й дуже важливою є проблема розв’язування рівнянь і 

систем рівнянь в алгебрі регулярних подій. Наприклад, розглянемо “лінійне” 

рівняння X = XP È Q, в якому P і Q – відомі події, а X – шукана подія. Розв’язком 

P

21 PP È
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цього рівняння є QP*. Якщо eÎP, то остання подія не єдиний розв’язок рівняння. 

Неважко перевірити, що в цьому випадку подія X = (Q È R)P* також задовольняє 

дане рівняння для довільної події R. 

Зауважимо, що на методах розв’язання систем рівнянь в алгебрі регулярних 

подій базується ще один алгоритм аналізу скінченних автоматів, відмінний від 

алгоритму Мак-Нотона–Ямади. 

Нарешті, розглянемо комбінований варіант ініціального скінченного автомата – 

розпізнавач-перетворювач A = (X, Y, U, d, l, a1, F). Це автомат-розпізнавач, в 

якому означено функцію переходів l:U ´ X ® Y. Отже, автомат A ініціює 

автоматне відображення jA : X* ® Y*. Нехай P – подія в алфавіті X, яку зображує 

автомат A. Назвемо множину слів L = {jA(w) | wÎP} подією в алфавіті Y, 

породжуваною автоматом A. 

Неважко переконатися, що будь-яка подія L, породжувана ініціальним 

скінченним автоматом розпізнавачем-перетворювачем A, є регулярною подією в 

алфавіті Y. Справді, якщо з дуг графа автомата A вилучити всі вхідні відмітки 

xiÎX, i = 1, 2, …, m, то утвориться джерело D, яке зображує подію L в алфавіті Y. 

Детермінізуючи джерело D, одержимо скінченний автомат, що зображує подію 

L. Звідси за теоремою аналізу 12 випливає, що подія L – регулярна. 

Таким чином, скінченні автомати-перетворювачі перетворюють регулярні 

події в алфавіті X у регулярні події в алфавіті Y. 

Приклад  20. 1. Позначимо через P і Q події, задані регулярними виразами 

r і q. Написати регулярний вираз, що задає подію P Ç Q. 

(а) r = (a È b)*a, q = b(a È b)*;  

(б) r = (a È b)*a, q = (a È b)*aa(a È b)*;  

(в) r = (a È b)b(a È b)*, q = b(a È b)*. 

Проаналізувавши події, які задають регулярні вирази r і q, маємо 

(а) b(a È b)*a;    (б) (a È b)*aa(a È b)*a;    (в) bb(a È b)*.  
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2. Написати регулярний вираз, що задає подію P Ç Q в алфавіті B = {0, 1}, де 

P – множина всіх слів непарної довжини, а Q – це множина всіх слів, які  

починаються з 0.  

Див. приклад 19.3:  0(00 È 01 È 10 È 11)*.  

3. Користуючись “лемою про накачку” довести, що подія  

           P = {akbk | k = 0, 1, 2, …} не регулярна. 

Від супротивного. Припустімо, що подія P – регулярна, тоді вона задовольняє 

"лему про накачку" і для достатньо великого k слово w = akbk можна подати у 

вигляді u = p1pp2 так, що p1pnp2ÎP для всіх n = 0, 1, 2, ....  

Слово u можна записати таким чином:  

al(ak – lbm)bk – m, де p1 = al, p = ak – lbm, p2 = bk – m, l, m = 0, 1, 2, ..., k.  

Однак для будь-яких припустимих значень l і m слова al(ak – lbm)nbk – m для всіх 

n = 0, 1, 2, ... не можуть мати вигляд atbt, тобто належати події P.  

4. Довести, що множина регулярних подій в алфавіті X замкнена відносно 

операції       

(а) різниця; (б) симетрична різниця. 

(а) Якщо R1 і R2 – регулярні події в алфавіті X, то R1 \ R2 = R1 Ç . Множина 

регулярних подій замкнена відносно операцій доповнення і перетину, тому 

R1 \ R2 – регулярна подія.  

(б) R1 D R2 = (R1 \ R2) È (R2 \ R1) (див. (а)). ◄ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2R
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12. Задачі і вправи 

1. За допомогою алгоритму Мак-Нотона–Ямади побудувати регулярний вираз 

для події, зображуваної в автоматі: 

   (а)                 (б) 

d 1 2 3  d 1 2 3 

x1 2 1 3 x1 1 3 3 

x2 3 2 2 x2 2 1 1 

Множина заключних станів:   1) F = {1, 3};       2)  F = {2, 3}.   

2. Побудувати два скінченні автомати такі, що кожне слово в алфавіті 

B = {0, 1} розпізнається в одному з цих автоматів, однак жодне слово в алфавіті 

B не розпізнається одночасно обома автоматами. 

3. Побудувати (синтезувати) скінченний автомат, що зображує подію . 

Подію P задано регулярним виразом:   

(а) ba* È a(ba)* È (aba È b*a*); 

(б) a*(b È a*)* È b*a. 

4. Позначимо через P і Q події, задані регулярними виразами r і q. Написати 

регулярний вираз, що задає подію P Ç Q. 

(а) r = (b È ab)*(a È e), q = (a È b)*aa(a È b)* 

(б) r = (b È ab)*(a È e), q = (a È ba)*a;  

(в) r = (ab*)*a, q = b(a È b)*; 

(г)  r = (ab*)*a, q = a(a È b)*; 

(д)  r = (aa È ab È ba È bb)*, q = b(a È b)*. 

5. Написати регулярний вираз, що задає подію P Ç Q в алфавіті B = {0, 1}, де 

P – множина всіх слів непарної довжини, а Q – це множина всіх слів, які 

(а) містять парну кількість нулів;  (б) містять непарну кількість нулів. 

6. Побудувати (синтезувати) скінченний автомат, що зображує подію P1 Ç P2, 

де події P1 і P2 задано регулярними виразами r1 і r2: r1 = (a È b)b(a È b)*, 

r2 = b(a È b)*. 

P
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7. Довести, що регулярна подія P, зображувана в скінченному автоматі з n 

станами, нескінченна тоді й тільки тоді, коли вона містить таке слово w, що 

n £ |w| < 2n.  

8. Сформулювати ефективну процедуру, що дає змогу для заданого 

скінченного автомата A перевірити, чи є зображувана в ньому подія скінченною 

або нескінченною. 

9. Довести, що для нескінченної регулярної події P будь-яке достатньо довге 

слово wÎP можна записати у вигляді w = p1pp2 (p ¹ e) так, що для всіх 

k = 0, 1, 2, … виконуватиметься p1pkp2ÎP (“лема про накачку”). 

10. Користуючись “лемою про накачку” чи іншими методами, довести, що 

подія P не регулярна. 

(а) P = {ak+1bk | k = 0, 1, 2, …}; 

(б) P = {ww | wÎ{a, b}*}; 

(в) P = {akbk + 1 | k = 0, 1, 2, …}; 

(г) P = {akbkak | k = 0, 1, 2, …}; 

(д) P = {ak | k – просте число}; 

(е) P = {akbk | k = n2, n = 0, 1, 2, …}; 

(є) P = {ak! | k = 0, 1, 2, …}; 

(ж) P = {akbl | k > l}. 

11. Нехай  P = {ak | k ³ 0, k – не просте число}. Довести, що  

(а) подія P нерегулярна;  (б) подія P задовольняє умову “леми про накачку”. 

12. Нехай P – подія в алфавіті X. Означимо відношення R на множині 

X* : (u, v)ÎR  тоді й тільки тоді, коли для будь-якого слова wÎX* виконується або 

uwÎP і vwÎP, або uwÏP і vwÏP.  

Довести, що відношення R – еквівалентність.  

Довести також, що подія P регулярна тоді й тільки тоді, коли фактор-множина 

X*/R скінченна. 

13. Нехай X1 і X2 – скінченні алфавіти, X = X1 ´ X2 і wÎX*. Якщо 

w = (a1, b1)(a2, b2)…(an, bn), то слова a1a2…an і b1b2…bn називатимемо відповідно 
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першою і другою проекціями слова w; позначатимемо їх pr1(w) і pr2(w). Якщо 

P Í X*, то pri(P) = {pri(w) | wÎP}, i = 1, 2.  

Довести, що для довільної регулярної події R в алфавіті X множина pri(R) – 

регулярна подія в алфавіті Xi, i = 1, 2. 

14.  Навести приклад такої нетривіальної регулярної події R в алфавіті X 

(R ¹ X* і R ¹ Æ) і нерегулярної події Q, що подія  

(а) R È Q – регулярна; (б) R È Q – нерегулярна. 

15. Нехай R – регулярна подія, а S – скінченна подія.  

Довести регулярність події  

(а) R È S; (б) R \ S. 

16. Нехай Q – нерегулярна подія, а S – скінченна подія.  

Довести, що подія T  нерегулярна. 

(а) T = Q È S; (б) T = Q \ S. 
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14. Абстрактна і структурна теорії автоматів 

У рамках описаної вище теорії ми абстрагуємось як від внутрішньої структури 

й інтерпретації самого автомата, так і від змістовного трактування його станів, 

вхідних і вихідних сигналів тощо. Єдиним відступом, зробленим у бік 

інтерпретації цієї математичної моделі, була згадка про автоматний час.  

Такий підхід дістав назву абстрактної (або поведінкової) теорії автоматів 

[2,3,5]. Не цікавлячись способом реалізації автомата, абстрактна теорія вивчає 

тільки проблеми, пов’язані зі зовнішньою поведінкою автомата, із тим, як він 

перетворює вхідну інформацію у вихідну та у відповідну послідовність станів 

автомата, або з тим, які множини слів у певному алфавіті може розпізнати 

(відрізнити) такий автомат.  

Досліджувану таким чином модель називають також абстрактним 

(скінченним) автоматом. Абстрактна теорія по суті є частиною (розділом) 

загальної теорії алгоритмів (у цьому разі алгоритмів зі скінченною пам’яттю), 

більшість властивостей яких можна вивчати (досліджувати) безвідносно до 

способу реалізації. 

На відміну від абстрактної теорії автоматів у так званій структурній теорії 

роблять подальші кроки в напрямі змістовної інтерпретації та врахування 

більшого числа властивостей реальних дискретних пристроїв [2,3,6].  

Основна відмітна особливість структурної теорії автоматів полягає в тім, що 

вона враховує структуру вхідних і вихідних сигналів автомата, а також його 

внутрішню структуру.  

З погляду структурної теорії автомат – це композиція (структура, схема, 

з’єднання, мережа), складена з простіших (елементарних) автоматів. Отриманий 

у такий спосіб автомат називають структурним (скінченним) автоматом 

(автоматною, або логічною, схемою).  

Абстрактна і структурна теорії автоматів – це два розділи загальної теорії 

автоматів, що взаємопов’язані, взаємодіють і доповнюють один одного. На рівні 

абстрактної теорії простіше, природніше й ефективніше можна розв’язувати 
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задачі визначення об’єму пам’яті (складності) автомата, рівносильних 

перетворень і оптимізації алгоритму його роботи, розробки різноманітних мов 

для опису поведінки автоматів і порівняння можливостей та властивостей цих 

мов. 

Основні задачі структурної теорії автоматів – це також задачі аналізу, синтезу 

й оптимізації (мінімізації) схеми автомата. Остання задача полягає в побудові 

схеми автомата, що містить найменшу можливу кількість елементів.  

Окрім оптимізації автомата за кількістю елементів до задач структурної теорії 

автоматів належить забезпечення надійності, перешкодостійкості, 

економічності, швидкодії схем, тобто задачі оптимізації схем за різними 

технічними параметрами і показниками. У структурній теорії автоматів зазвичай 

розглядають лише математичні формальні методи розв’язання названих 

технічних задач.  

Центральною в структурній теорії автоматів, безумовно, є задача синтезу, 

тобто побудова схеми (композиції елементарних автоматів), що реалізує задану 

поведінку. Як правило, початковою інформацією для структурного синтезу 

служить опис автомата в термінах абстрактної теорії.  

Цю ситуацію доречно описати в алгебричній термінології. У структурній 

теорії ми по суті маємо справу з алгеброю, носієм якої є множина елементарних 

автоматів, а сигнатура складається з точно означених операцій композиції для 

елементарних автоматів (останні, до речі, задають за допомогою вищеозначених 

моделей абстрактної теорії).  

Ця алгебра подібна до алгебри комбінаційних схем, із тією відмінністю, що 

алгебра структурних автоматів має справу з істотно складнішими елементами, а 

також використовує складніші композиції. 
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